
Chapitre 1

Réduction des endomorphismes

E est un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps K(= R ou C),
U = {u1, u2, · · · , un} est une base de E
L(E) = Hom(E,E) ensemble des applications linéaires de E vers E (ou endomor-

phismes)
L(E) muni des opérations suivantes :

L(E)× L(E) → L(E) K× L(E)→ L(E)

(f, g) → f + g (λ, f)→ λf

est un espace vectoriel sur K.
L(E) muni des opérations suivantes :

L(E)× L(E) → L(E) L(E)× L(E)→ L(E)

(f, g) → f + g (f, g)→ f ◦ g

est un anneau unitaire non commutatif
On identifie L(E) wMn(K) ensemble des matrices carrées d’ordre n
M(f + g) = M(f) +M(g), M(f ◦ g) = M(f)M(g)
L(E) et Mn(K) sont des K - algébres, J = IdE In = I

1.1 Valeurs propres, Vecteurs propres et Polynômes

caractéristiques

Définition 1.1.1 a) v ∈ E est un vecteur propre de ϕ ∈ L(E) si et seulement si
— (i) v 6= 0
— (ii) ∃λ ∈ K / ϕ(v) = λv
b) λ ∈ K / ϕ(v) = λv est dite valeur propre associée à v

Remarque 1.1.2 λ est la valeur propre associée à v ⇐⇒ ϕ(v) = λv ⇐⇒ v ∈ ker(ϕ−λI)
c’est-à-dite que det(ϕ− λI) = 0
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Soit M(ϕ) = [aij]1≤i,j≤n = A

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)nλn +

n∑
k=1

αkλ
n−k

α1 = (−1)n−1[a11 + a22 + · · ·+ ann] = Tr(A) appelé trace de A

det(A− λI) est un polynôme de degré n noté PA(λ)

Définition 1.1.3 Le polynôme PA(λ) = det(A− λI) est dit polynôme caractéristique de
A

Théorème 1.1.4 Le polynôme caractéristique est un invariant de ϕ ∈ L(E) ie indépendant
de la base choisie.

Preuve. Soit V = {v1, v2, · · · , vn} une seconde base de E et B la matrice de passage
de U à V ie B = [v1, v2, · · · , vn]. Alors A∗ = B−1AB est la matrice de ϕ dans B

det(A∗ − λI) = det(B−1AB −B−1λIB) = det[B−1(A− λI)B]

PA∗(λ) = detB−1 det(A− λI) detB = det(A− λI) = PA(ϕ)

Remarque 1.1.5 Le polynôme caractéristique ne dépend que de ϕ, on le note Pϕ(λ).
Les valeurs propres de ϕ sont constituées des zéros de Pϕ(X) ie λ est valeur propre de

ϕ si et seulement si Pϕ(λ) = 0
Les coéfficients de Pϕ(X) sont des invariants de ϕ en particulier α1 = Tr(ϕ) et

αn = det(ϕ)

Définition 1.1.6 L’ensemble des valeurs propres de A dans K est appelé spectre de A et
est noté specK(A). Il dépend du corps K considéré.

Exemple 1.1.7 Soit A =


0 0 0 2
1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0

 ∈M4(R)

Determiner specQ(A), specR(A), specC(A)

PA(X) = det(A−XI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−X 0 0 2

1 −X 0 0
0 1 −X 1
0 0 1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣ = X4−X2−2 = (X2−2)(X2 + 1)

et donc specQ(A) = ∅, specR(A) = {
√

2,−
√

2}, specC(A) = {−
√

2,
√

2, i,−i}
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Théorème 1.1.8 Si K = C alors chaque polynôme de degré non nul, posséde au moins
une racine

Preuve. En effet, C est algébriquement clos, en vertu du théorème de Dalambert,
chaque polynôme admet au moins une racine.

1.2 Sous espaces propres

Définition 1.2.1 On appelle sous espace propore associé à une valeur propre λ ∈ K, le
noyau de (ϕ − λI), ie ker(ϕ − λI) noté Eλ. Eλ contient 0 et le vecteur propre associé à
λ, par suite dimEλ ≥ 1

Théorème 1.2.2 Soient λ1, λ2, · · · , λm, m valeurs propres distintes de ϕ ∈ L(E). Alors
la somme des sous espaces Eλ1 + Eλ2 · · · + Eλm est directe ie Eλi ∩ Eλj = {0} pour tout
i 6= j.

Preuve. Elle se fait par récurrence sur m. Montrons cette proposition pour m = 2.
Il suffit de montrer que Eλ1 ∩ Eλ2 = {0}. Soit V un élément de Eλ1 ∩ Eλ2 . On a alors

u(V ) = λ1V = λ2V =⇒ (λ1 − λ2) = V =⇒ V = 0

car λ1 et λ2 sont distintes
Supposons que la propriété est vraie à l’ordre m− 1, montrons la à l’ordre m.
Il suffit de montrer que 0 se décompose de manière unique en somme d’éléments de

Eλi autrement dit que

∀i, Vi ∈ Eλi et 0 = V1 + V2 + · · ·+ Vm =⇒ pour tout i, Vi = 0

En effet on applique u. On obtient

0 = u(V1) + u(V2) + · · ·+ u(Vm) =⇒ λ1V1 + λ2V2 + · · ·+ λmVm = 0 (∗)

On a en multipliant par ailleurs par λm

0 = V1 + V2 + · · ·+ Vm =⇒ λmV1 + λmV2 + · · ·+ λmVm = 0 (∗∗)

En retranchant (∗) de (∗∗) on obtient

0 = (λ1 − λm)V1 + (λ2 − λm)V2 + · · ·+ (λm−1 − λm)Vm−1

=⇒ ∀ i ∈ {1, 2, · · · ,m− 1} (λm − λi)Vi = 0

car par hypothèse, les m− 1 sous-espaces Eλi sont somme directes

=⇒ ∀ i ∈ {1, 2, · · · ,m− 1}, Vi = 0

car les valeurs propres sont distinctes.
En repportant dans (∗) on obtient Vm = 0.
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Définition 1.2.3 La multiplicté d’une valeur propre est sa multiplicité en tant que zéros
de Pϕ(X).

Remarque 1.2.4 Soit Eλ un sous espace propore associé à une valeur propre λ de ϕ ∈

L(E), ∀V =


x1
.
.
.
xn

 ∈ Eλ, ϕ(V ) = λV ⇐⇒ (ϕ− λI)V = 0 soit matriciellement


a11 − λ a12 . a1n
a21 a22 − λ . .
. . . .
an1 . . ann − λ



x1
x2
.
.

 =


0
.
.
0



⇐⇒


(a11 − λ)x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0
a21x1 + (a22 − λ)x2 + · · ·+ a2nxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ (ann − λ)xn = 0

Théorème 1.2.5 Si λ est une valeur propre de ϕ ∈ L(E) telle que rang(ϕ − λI) = r
alors dimEλ = n− r

Remarque 1.2.6 Si λ1, λ2, · · · , λr sont des valeurs propres de ϕ ∈ L(E) distinctes 2 à
2, de multiplicité m1,m2, · · · ,mr, alors

Pϕ(X) = (X − λ1)m1 · · · (X − λr)mrQ(X), avec Q(α) 6= 0,∀α ∈ K
=⇒ m1 +m2 + · · · · · ·+mr ≤ n = dimE

Théorème 1.2.7 Si λ ∈ K est une valeur propre de multiplicité m de ϕ ∈ L(E) alors

dimEλ ≤ m

Preuve. Si dimEλ ≥ m + 1, alors il existe une base {V1, V2, · · · , Vm, Vm+1, · · · , Vn}
contenant V telle que V1, V2, · · · , Vm, Vm+1 ∈ Eλ. Ainsi relativement à V , la matrice M(ϕ)
prend la forme suivante

M(ϕ) =




λ 0 . 0
0 λ . .
. . . 0
0 . 0 λ



. . . .
. . C .
. . . .
. . . .


. . . .
. . . .
. 0. . .
. . . .



b11 . . b1s
. . . .
. . . .
bs1 . . bss




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Pϕ(X) =




λ−X 0 . 0

0 λ−X . .
. . . 0
0 . 0 λ−X




.
. . C .
. . . .
. . . .


0 0
. . . .
. . . .
0 0



b11 −X . . b1s

. . . .

. . . .
bs1 . . bss −X




Pϕ(X) = (λ−X)m+1 det(B −XIs)

λ est de multiplicité m+ 1 d’où la contradiction.

1.2.1 Diagonalisation

Définition 1.2.8 Un endomorphisme ϕ ∈ L(E) est dit diagonalisable si et seulement si
il existe une base V dans laquelle la matrice M(ϕ) est diagonale.

Remarque 1.2.9 Si ϕ est diagonalisable dans une base V , alors V est constituée de
vecteurs propres de ϕ uniquement. Réciproquement si E admet une seconde base constituée
de vecteurs propres de ϕ uniquement, alors ϕ est diagonalisable dans cette base.

Corollaire 1.2.10 Pour chaque endomorphisme ϕ les assertions suivantes sont équivalentes
— i) ϕ est diagonalisable
— ii) Les deux conditions suivantes sont vérifiées

1. Pϕ(X) est totalement réductible

2. La dimension de chaque sous-espace propre est égale à la multiplicité de sa
valeur propre associée.

Preuve. i) =⇒ ii) Il eixte une base {v1, · · · vn} telle que M(ϕ) soit diagonale, donc
il existe G ∈MK(n) régulière telle que M(ϕ) = G−1AG = A∗ = [aijδij]

Pϕ(X) = PA∗(X) = (a∗1 −X) · · · (a∗n −X)

d’où Pϕ est totalement réductible.
Soit λ1, · · · , λr les valeurs propres deux à deux distinctes et Eλj le sous-espace propre

associé à λj, j = 1, · · · r

dim

(
r∑
j=1

Eλj

)
= dim

(
r⊕
j=1

Eλj

)
=

r∑
j=1

Eλj =
r∑
j=1

mj

avec mj = multiplicité de la valeur propre λj
Si mj0 � dimEλj0

=⇒
r∑
j=1

mj = mj0 +
∑
j 6=j0

mj � dimEλj0 + dim
⊕
j 6=j0

Eλj0
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n =
r∑
j=1

mj � dimEλj0 + dim
⊕
j 6=j0

Eλj0

Ce qui est contraire avec ϕ diagonale
ii) =⇒ i) Pϕ(X) totalement réductible, soient λ1, · · ·λr les valeurs propres deux à deux

distinctes de ϕ de multiplicités respectives mj, j = 1, · · · r avec dimEλj = mj

dim

(
r⊕
j=1

Eλj

)
=

r∑
j=1

mj = n =⇒
r⊕
j=1

Eλj = E

Par conséquent, E admet une base formée de vecteurs propres relativement à laquelle
M(ϕ) est diagonale.

Proposition 1.2.11 Dire que ϕ est diagonalisable revient à dire que E =
⊕

λ∈specK(ϕ)Eλ,

où Eλ = ker(ϕ− λI).

Preuve de la proposition. Soient λ1, λ2, · · · , λr (r ≤ n) les valeurs propres deux à
deux distinctes de ϕ avec pour ordres de multiplicité m1,m2, · · · ,mr

i 6= j =⇒ Ei ∩ Ej = {0}, ∀i, j ∈ [1, r]
Soit V une base de E constituée de vecteurs propres, les éléments de V se répartissent

en paquets logés dans les divers sous espaces propres
Soit {Vj1, · · ·Vjk} ⊂ Eλj ie base de Eλj,
∀V ∈ V , on a V = V1 + · · ·+ Vr, Vj ⊂ Eλj

E =
n∑
j=1

Eλj =
r⊕
j=1

Eλj

Réciproquement si E =
⊕r

j=1Eλj, E admet une base constituée de vecteurs propres
uniquement =⇒ ϕ est diagonalisable

Théorème 1.2.12 Si ϕ ∈ L(E) admet n valeurs propres distinctes 2 à 2 alors ϕ est
diagonalisable.

Preuve. Soient E1, E2, · · · , En les sous espaces propres associés aux valeurs propres
λ1, λ2, · · · , λn dimEj ≥ 1, ∀j ∈ [1, n]

E = E1 + E2 + · · ·+ En =
n⊕
j=1

Ej =⇒ dimE = dim
n⊕
j=1

Ej ≥ n

E =
n⊕
j=1

Ej =⇒ dimE = n =⇒ ϕ est diagonalisable
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1.2.2 Exemples et Applications

Exemple 1.2.13 Soit A =


0 1 1 1
1 0 −1 −1
1 −1 0 −1
1 −1 −1 0

 ∈M4(R)

— Recherche de valeurs propres

PA(X) = det(A−XI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−X 1 1 1

1 −X −1 −1
1 −1 −X −1
1 −1 −1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣
Ajoutons la première ligne à toutes les autres lignes∣∣∣∣∣∣∣∣
−X 1 1 1

1 −X −1 −1
1 −1 −X −1
1 −1 −1 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1−X)3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−X 1 1 1

1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Retranchons à la première ligne la somme des trois autres lignes. On obtient ainsi
le déterminant trigonal PA(X) = (1 − X)3(−X − 3) = (X − 1)3(X + 3), =⇒
spec(A) = {1,−3}

— Recherche de sous espaces propres

Pour X =


x
y
z
t

 , la résolution de l’équation AX = X conduit à x−y−z−t = 0,

E1 est de dimension 3, on peut donc écrire E1 = V ect




1
1
0
0

 ,


1
0
1
0

 ,


1
0
0
1




De même pour l’équation matricielle AX = −3X conduit au système
3x+ y + z + t = 0
x+ 3y − z − t = 0
x− y + 3z − t = 0
x− y − z + 3t = 0

⇐⇒ y = z = t = −x,

soit E−3 = vect



−1
1
1
1




— En conclusion on peut dire que A est diagonalisable car dimE1 + dimE−3 = 4 =
dimR4

On peut prendre comme matrice de passage de la base canonique à la base de vecteurs
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propres, la matrice P =


−1 1 1 1
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1

 on trouve alors P−1 =


−1 1 1 1
1 3 −1 −1
1 −1 3 −1
1 −1 −1 3


et P−1AP =


−3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Exemple 1.2.14 D’abord pour K = R, puis pour K = C, étudier la possibilité de diago-
naliser l’endomorphisme u de K3, qui est déterminée dans la base canonique (e1, e2, e3)
par la matrice

M =

 0 −2 0
1 0 −1
0 2 0


On commence par calculer Pu(X) = X3 + 4X.

— K = R Ici Pu(X) = X(X2 + 4) n’est pas scindé sur R donc u nest pas diagonali-
sable.

— K = C Ici Pu(X) est scindé sur C. Admettant 3 valeurs propres distinctes :

λ1 = 0, λ2 = 2i, λ3 = −2i

l’endomorphisme u ∈ C3 est diagonalisable.
Les sous espaces propres associés E1,E2, E3 sont donnés par les systèmes

(L1)


2ζ2 = 0

−ζ1 + ζ3 = 0
−2ζ2 = 0

, (L2)


2iζ1 + 2ζ2 = 0

−ζ1 + 2iζ2 + ζ3 = 0
−2ζ2 + 2iζ3 = 0

, (L3)


−2iζ1 + 2ζ2 = 0
−ζ1 + 2iζ2 + ζ3 = 0
−2ζ2 − 2iζ3 = 0

soit (L′1)

{
ζ2 = 0

−ζ1 + ζ3 = 0
, (L′2)

{
iζ1 + ζ2 = 0
ζ2 + iζ3 = 0

, (L′3)

{
−iζ1 + ζ2 = 0
−ζ2 + iζ3 = 0

Donc E1 = lin{(1, 0, 1)}, E2 = lin{(−1, i, 1)}, E3 = lin{(−1,−i, 1)}. Par conséquent la

matrice de passage est P =

 1 −1 −1
0 i −i
1 1 1

 , P−1 = 1
4

 2 0 2
−1 −2i 1
−1 2i 1

 ,
MP =

 0 −2 2i
0 −2i −2
0 2i −2i

 , P−1MP = D =

 0 0 0
0 2i 0
0 0 −2i


Applications 1 : Puissance qeme d’une matrice diagonalisable

Soit M ∈ Mn(K) une matrice diagonalisable. Il existe une matrice inversible P ∈
Mn(K) telle que la matrice D = P−1MP soit diagonale ; on alors M = PDP−1, P
étant une projection, donc idempotent (P 2 = P =⇒ P q = P de même que P−1) on a
M q = PDqP−1
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Exemple 1.2.15 Reprenons la C−matrice précédente M =

 0 −2 0
1 0 −1
0 2 0


Nous avons M = PDP−1 avec

P =

 1 −1 −1
0 i −i
1 1 1

 , P−1 = 1
4

 2 0 2
−1 −2i 1
−1 2i 1

 , D = 2i

 0 0 0
0 1 0
0 0 −1


M n’étant pas inversible, il ne sera question que de puissance positives.
On calcule pour tout k > 0,

Dk = (2i)k

 0 0 0
0 1 0
0 0 (−1)k

 , DkP−1 = (2i)k

4

 0 0 0
−1 −2i 1

(−1)k+1 (−1)k2i (−1)k


et Mk = PDkP−1 = (2i)k

4

 1 + (−1)k 2i(1 + (−1)k+1) −(1 + (−1)k)
−i(1 + (−1)k+1) 2(1 + (−1)k) i(1 + (−1)k+1)
−(1 + (−1)k+1) −2i(1 + (−1)k+1) 1 + (−1)k


Exemple 1.2.16 Discuter de la possibilité de diagonaliser l’endomorphisme u ∈ K3 qui

est représentée dans la base canonique (e1, e2, e3) par la matrice M =

 1 α β
0 1 γ
0 0 −1


Application 2 : Résolution des systèmes de récurences

Dans le cas de p équations de récurence linéaire faisant intervenir p suites (un), (vn), (wn), · · · ,
le système s’écrit sous une forme matricielle

Xn+1 = MXn (7)

où Xn est une chronique vectorielle de p composantes un, vn, wn, · · · , et M une matrice
carré d’ordre p. La solution générale de (7) est

Xn = MnX0

Cette solution s’obtient aisément lorsque M est diagonalisable en écrivant M = PDP−1,
P est la matrice de passage, alors

Mn = PDnP−1

Exemple 1.2.17 a) Diagonaliser la matrice A =

 3 1 −1
−1 1 1
1 1 1


b) Calculer An

c) Soient les suites (un), (vn), (wn) définies par u0 = v0 = w0 = 1 et les relations de
récurrences : 

un = 3un−1 + vn−1 − wn−1
vn = −un−1 + vn−1 + wn−1
wn = un−1 + vn−1 + wn−1
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calculer un, vn, wn en fonction de n

1) A =

 3 1 −1
−1 1 1
1 1 1

 =⇒ PA(X) =

∣∣∣∣∣∣
3−X 1 −1
−1 1−X 1
1 1 1−X

∣∣∣∣∣∣ = (X − 1) (X − 2)2

spect(A) = {1, (simple), 2 (double)}

E1 =

 X ∈ R3 /


2x+ y − z = 0
−x+ z = 0
x+ y = 0

=⇒ x = z = −y

=⇒ E1 = vect{V1} avec V1 = (1,−1, 1)


E2 =

X ∈ R3 /


x+ y − z = 0
−x− y + z = 0
x+ y − z = 0

=⇒ z = x+ y


=⇒ E2 = vect{V2, V3} avec V2 = (1, 0, 1), V3 = (0, 1, 1)

Par conséquent A est diagonalisable et on a :

D = P−1AP =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 , P =

 1 1 0
−1 0 1
1 1 1

 =⇒ p−1 =

 −1 −1 1
2 1 −1
−1 0 1



An = PDnP−1 =

 1 1 0
−1 0 1
1 1 1

 1 0 0
0 2n 0
0 0 2n

 −1 −1 1
2 1 −1
−1 0 1


An =

 −1 + 2n+1 −1 + 2n 1− 2n

1− 2n 1 −1 + 2n

−1 + 2n −1 + 2n 1


2) 

un = 3un−1 + vn−1 − wn−1
vn = −un−1 + vn−1 + wn−1
wn = un−1 + vn−1 + wn−1

⇐⇒

 un
vn
wn

 =

 3 1 −1
−1 1 1
1 1 1

 un−1
vn−1
wn−1


 un
vn
wn

 =

 3 1 −1
−1 1 1
1 1 1

n  u0
v0
w0

 =

 −1 + 2n+1 −1 + 2n 1− 2n

1− 2n 1 −1 + 2n

−1 + 2n −1 + 2n 1

 u0
v0
w0


un = (−1 + 2n+1)u0 + (−1 + 2n) v0 + (1− 2n)w0

vn = (1− 2n)u0 + v0 + (−1 + 2n)w0

wn = (−1 + 2n)u0 + (−1 + 2n) v0 + w0

Pour u0 = v0 = w0 = 1, on obtient

un = −1 + 2n+1

vn = 1

wn = −1 + 2n+1
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1.2.3 Trigonalisation

Définition 1.2.18 Un endomorphisme ϕ ∈ L(E) est dit triangularisable si et seulement
si il existe une base dans laquelle M(ϕ) est triangulaire.

Lemme 1.2.19 Pour tout les endomorphismes, les conditions suivantes sont équivalentes

— (i) Mϕ est triangulaire
— (ii) Fj le sous espace engendré par u1, u2, · · · , un est stable par ϕ (ie ϕ(Fj) ⊂ Fj)

Preuve. (i) =⇒ (ii) A = Mϕ triangulaire supérieure, A = [aij]1≤i,j≤1 / aij = 0 si
i > j

ϕ(uj) =
n∑
i=1

aijui =

j∑
i=1

aijui +
n∑

i=j+1

aijui︸ ︷︷ ︸
=0

=

j∑
i=1

aijui ∈ Fj

(ii) =⇒ (i) A = M(ϕ) = [aij]1≤i,j≤1 / ϕ(Fj) ⊂ Fj

∀k = 1, 2, · · · , j, ϕ(uj) =

j∑
i=1

aijui =⇒ aij = 0 si i > j

Définition 1.2.20 Un polynôme P (X) ∈ K[X] est dit totalement réductible si et seule-
ment si il a tout ces zéros dans K ie il peut se mettre sous la forme d’un produit de
polynômes de premier degré.

Théorème 1.2.21 Un endomorphisme ϕ ∈ L(E) est triangularisable si et seulement si
Pϕ(X) est totalement réductible.

Preuve. Soit V = {v1, v2, · · · , vn} une seconde base B = [v1, v2, · · · , vn]

=⇒)

A∗ = B−1AB =⇒ Pϕ(X) = PA∗(X) = det(A−XI)

A = [aij]1≤i,j≤n / aij = 0 si i > j

det(A−XI) =
n∏
i=1

(aii −X)

=⇒ Pϕ(X) est totalement réductible

⇐=)Pϕ(X) =
∏n

i=1(aii −X)

Soit λ une valeur propre de ϕ et v un vecteur propre associé à λ alors v 6= 0 et
{v, u2, · · · , un} est une base relativement à laquelle

11



M(ϕ) =


λ b12 . . . b1n
0 b22 . . . b2n
0 . . . . .
0 . . . . .
0 . . . . .
0 bn2 . . . bnn

 avec D =


b22 . . . b2n
. . . . .
. . . . .
. . . . .
bn2 . . . bnn

 est une matrice

carrée d’ordre n− 1

Pϕ(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ−X b12 . . . B1n

0 b22 −X . . . b2n
0 . . . . .
0 . . . . .
0 . . . . .
0 bn2 . . . bnn −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ−X) det(D −XIn−1)

= (λ−X)PD(X)
PD(X) est totalement réductible, D est la matrice d’un endomorphisme ψ ∈ L(E ′)

avec dimE ′ = n− 1 =⇒ ψ est triangularisable ie il existe W = {w2, w3, · · · , wn} base de
E ′ / M(ψ) est triangulaire.

En posant v1 = v, v2 = v + w2, · · · , vn = v + wn
On obtient une base V = {v1, v2, · · · , vn} relativement à laquelle

M(ϕ) =


λ × . . ×
0 λ2 × × ×
. . . × ×
. 0 . . ×
0 . . 0 λn


Exemple 1.2.22 Etudier la possibilité de trigonaliser l’endomorphisme u ∈ K représenté

dans la base canonique par la matrice : M =

 −3 −3 2
1 1 −2
2 4 −4


Le polynôme caractéristique est Pu(X) = (X + 2)3, nous avons E−2 =


−1
1
1

 donc

u n’est pas diagonalisable, par contre Pu(X) est scindé dans R, donc u est trigonalisable.
Nous choisissons un sous espace suplémentaire de Rv1 avec v1 = (−1, 1, 1) par exemple le
plan E ′ dont une base est (e1, e2). En utilisant que e3 = v1 + e1 − e2, nous calculons

u(e1) = −3e1 + e2 + 2(v1 + e1 − e2) = 2v1 − e1 − e2
u(e2) = −3e1 + e2 + 4(v1 + e1 − e2) = 4v1 + e1 − 3e2

Etant donné que u(v1) = −2v1, nous en déduisons que

M(u; (v1, e1, e2)) =

 −2 2 4
0 −1 1
0 −1 −3


12



Soit p la projection de u parallélement à Rv1 et u′ l’endomorphisme de E ′, induit sur E ′

par p ◦ u. Nous avons

M(u′; (e1, e2)) =

[
−1 1
−1 −3

]
On vérifie que Pu(X) = (X+2)2, nous sommes ramenés à diagonaliser u′. Le sous espace
propre de u′ associé à −2 est engendré par v2 = e1− e2. Dans toute base (v2, v3) de E ′, u′

est représentée par une matrice au moins triangulaire supérieure. Pour se fixer les idées,
choisissons v3 = e2, en utilisant e1 = v2 + v3, nous concluons

u(v2) = u(e1)− u(e2) = −2v1 − 2v2,

u(v3) = 4v1 + v2 − 2v3

Finalement la matrice de passage de la base (e1, e2, e3) à la base (v1, v2, v3) et son inverse
s’écrivent

P =

 −1 1 0
1 −1 1
1 0 0

 , P−1 =

 0 0 1
1 0 1
1 1 0

 et T = P−1MP =

 −2 −2 4
0 −2 1
0 0 −2


1.3 Polynôme d’endomorphisme - Théorème de Cayley-

Hamilton

E est un espace vectoriel sur un corps commutatif K(= R ou C)
L(E) l’ensemble des endomorphismes de E, S(X) ∈ K[X], ϕ ∈ L(E)

P (X) = α0 + α1X + · · ·+ αmX
m, ϕ0 = I, ϕk = ϕ ◦ ϕk−1

Par substitution de ϕ à X dans P (X), on obtient

P (ϕ) = α0I + α1ϕ+ · · ·+ αmϕ
m ∈ L(E)

Théorème 1.3.1 L’application ϕu qui au polynôme P de K[X] associe l’endomorphisme
P (u) de façon que

P (X) =
∞∑
0

αkX
k 7−→ P (u) =

∞∑
0

αku
k, (u0 = IdE)

est un morphisme de la K− algèbre K[X] dans la K− algèbre L(E)

Preuve. En effet pour tout triplet (λ, P,Q) ∈ K×K[X]×K[X], avec

P (X) =
∞∑
0

αkX
k, Q(X) =

∞∑
0

βkX
k,
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on calcule up ◦ uq = up+q,

P (u) +Q(u) =
∑∞

0 (αk + βk)u
k = (P +Q)(u)

P (u) ◦Q(u) =
∑∞

k=0

(∑k
j=0 αjβk−j

)
uk = (PQ)(u)

λP (u) =
∑∞

k=0 αku
k = (λP )(u)

D’autre part ϕu(1) = 0
χ : S(X) −→ S(α) définie un morphisme de K− algébre
[S(X)T (X)] −→ [S(α)T (α)]
χ : K[X] −→ L(E)
χ(S + T ) −→ χ(S) + χ(T )
χ(λS) −→ λχ(S)
χ(ST ) −→ χ(S)χ(T )

χ est un K− algébre, χ est un idéal non nul de K[X]

Puisque {=, ϕ, ϕ2, · · · , ϕn2} compte (n2 + 1) éléments =⇒ ∃Q(X) ∈ K[X] engendrant
kerχ

Définition 1.3.2 Soit E un sous-espace vectoriel de K[X], on appelle polynôme minimal
de ϕ, l’unique polynôme normalisé de degré minimal engendrant kerχ, noté Qϕ(X)

Le polynôme minimal est le seul polynôme normalisé de degré minimal vérifiant

χ[Qϕ(X)] ≡ 0 ie Qϕ(ϕ) = 0

Théorème 1.3.3 (Cayley-Hamilton) Soit E uu sous-espace vectoriel de dimension n
sur K. Si ϕ ∈ L(E), alors le polynôme minimal Qϕ(X) de ϕ divise le polynôme ca-
ractéristique Pϕ(X).

Remarque 1.3.4 Le théorème signifie que tout endomorphisme annule son polynôme
caractéristique Pϕ(ϕ) = 0

Preuve. M(ϕ) = A = [aij]1≤i,j≤n, In = I, B(X) = [bij]1≤i,j≤n, avec bij = aij −Xδij

B(X) =


a11 −X a12 a1n
a21 a22 −X a2n

an1 ann −X


On cossidère la comatrice C(X) de B(X) et tC(X) = matrice adjointe de B(X)

B(X)tC(X) =t C(X).B(X) = (detB)I

Soit

γij =
n∑
k=1

bikcjk =
n∑
k=1

cikbjk = Pϕ(ϕ)
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Pϕ(X)δij =
n∑
k=1

cikbjk =
n∑
k=1

cik(X)[ajk −Xδjk]

Pϕ(ϕ)δij =
n∑
k=1

[cik(ϕ)].[ajk=− ϕδjk], ϕ(vk) =
∑

ajkuj

[Pϕ(ϕ)δij] (v) =
n∑
k=1

[cik(ϕ)].[ajk=− ϕδjk](v)

Or
n∑
j=1

[ajk=− ϕδjk]uk =
n∑
j=1

[ajkuj − ϕ(uk)] = 0

En substituant à v u1, · · · , un on obtient

[Pϕ(ϕ)δij] (u1) =
n∑
k=1

[cik(ϕ)].[ajk=− ϕδjk](u1)

[Pϕ(ϕ)δij] (u2) =
n∑
k=1

[cik(ϕ)].[ajk=− ϕδjk](u2)

...

[Pϕ(ϕ)δij] (un) =
n∑
k=1

[cik(ϕ)].[ajk=− ϕδjk](un)


Pϕ(ϕ)(u1) = 0
Pϕ(ϕ)(u2) = 0

...
Pϕ(ϕ)(un) = 0

=⇒ Pϕ(ϕ) = 0

Théorème 1.3.5 (Décomposition des noyaux) E est un espace vectoriel de dimen-
sion n sur K, ϕ ∈ L(E) et P1, · · · , Pr ∈ K[X] on suppose que les polynômes P1(X), · · · , Pr(X)
sont premiers entre eux, et soit l’endomorphisme composé [P1(ϕ)]◦ [P2(ϕ)]◦· · ·◦ [Pr(ϕ)] =
P. On considère le sous-espace de E stable par u.

N = ker(P ), Ni = ker(Pi), 1 ≤ i ≤ r

Alors N est somme directe des Ni

ie ker ([P1(ϕ)] ◦ [P2(ϕ)] ◦ · · · ◦ [Pr(ϕ)]) =
r⊕
i=1

ker(Pi(ϕ))

Preuve.
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— Le cas r = 1 est triviale
— Cas r = 2, ici P est le produit de deux polynôme P1 et P2 premier entre eux.

D’après le théorème de Bezout, il existe deux polynômes Q1(X) et Q2(X) tels que

Q1(X)P1(X) +Q2(X)P2(X) = 1

d’où

e = Q1(u) ◦ P1(u) +Q2(u) ◦ P2(u)

que nous écrivons simplement

e = Q1 ◦ P1 + P2 ◦Q2 (F)

Nous utilisons alors la commutativité de l’algèbre K[u].

Montrons que N1 ∩N2 = {0}, d’après (F)

∀x ∈ E, x = Q1(P1(x)) +Q2(P2(x))

Or pour tout x ∈ N1 ∩N2, P1(x) = P2(x) = 0

Montrons que N ⊂ N1 +N2. D’après (F), tout x ∈ N s’écrit

x = x1 + x2 avec xi = Qi(Pi(xi)) 1 ≤ i ≤ 2

On a

P2(x1) = (P2 ◦Q1 ◦ P1)(x) = (Q1 ◦ P1 ◦Q2)(x)

P2(x1) est l’image de par Q1 de (P1◦P2)(x) = 0 puisque P1◦P2 est P (u) et puisque
x ∈ kerP (u)

Ainsi x1 ∈ N2 et, de même x2 ∈ N1

Montrons que N1 ⊂ N . Pour tout x ∈ N1 on a P1(x) = 0, ce qui entraine P2(P1(x)) =
0⇐⇒ p(x) = 0, (avec p = P (u))

On montre de la même façon que N2 ⊂ N ; on en déduit que N1 +N2 ⊂ N .
Et par conséquent on a N1 ⊕N2 = N

— Cas r ≥ 3. On suppose que le théorème est démontré à l’ordre r−1 et on considère
le produit P = P1P2 · · ·Pr de polynômes premiers entre eux deux à deux. On
applique le résultat précédent aux deux polynômes P1 et Q = P2P3 · · ·Pr, qui sont
premiers entre eux ; on obtient ainsi

N = N1 ⊕ ker(Q)

Or d’après l’hypothèse de récurence ker(Q) est somme directe de Ni, 2 ≤ i ≤ r. ce
qui donne le résultat.
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1.4 Sous-espaces caractéristiques (ou spectraux)

Soit ϕ un endomorphisme d’un K−espace vectoriel E de dimension finie n non nulle.
Nous supposons que le polynôme caractéristique Pϕ de ϕ est scindé dans K. Nous avons
ainsi

Pϕ(X) =
r∏
i=1

(X − λi)ri , (∗)

en désignant par λ1, · · · , λr les valeurs propres distinctes de ϕ, par r1, · · · , rr leurs multi-
plicités

D’après le théorème de Cayley-Hamilton, le polynôme minimal Qϕ de ϕ divise Pϕ,
comme il admet chaque λi comme racine, et il est unitaire, il s’écrit :

Qϕ(X) =
r∏
i=1

(X − λi)qi , 1 ≤ qi ≤ ri.

Posons Ni = ker(ϕ−λiI)qi . Nous allons montrer que qi est l’indice [[de l’endomorphisme]]
ϕ− λiI

Ayant fixé i(1 ≤ i ≤ r), on applique le théorème de la décomposition des noyaux avec

ξi(X − λi)li et ξj = (X − λj)qj pour j 6= i

Nous obtenons (ξ(X)) ici Qϕ(X) :

E = Ni ⊕Gi avec Gi =
⊕
i 6=j

Nj (∗∗)

En appliquant le même théorème avec cette fois

ξi = (X − λi)li , et ξj = (X − λj)qj pour j 6= i

Nous obtenons (ξ(X) étant ici (X − λi)li
∏
j 6=i

(X − λj)qj)) :

ker ξ(ϕ) = ker(u− λiI)li ⊕Gi (∗ ∗ ∗)

— Si li ≥ qi, (en particulier si li = ri), le polynôime P qui intervient dans (∗∗∗) est un
multiple du polynôme minimal Qϕ; le noyau de ξ(ϕ) est E; compte tenude ker(ϕ−
λiI)li ⊃ Ni, la comparaison de (∗∗) et (∗ ∗ ∗) fournit gràce à des considérations de
dimensions ker(ϕ− λiI)li = Ni

— Si li < qi, le polynôme ξ, dont le degré est strictement inférieur au degre de Qϕ ne
peut être multiple de Qϕ; on a ξ(ϕ) 6= 0 et ker ξ(ϕ) 6= E, ce qui exige l’inclusion
stricte ker(ϕ− λiI)li ⊂ Ni

— Reprenons E =
r⊕
i=1

Ni et soit ϕi l’endomorphisme induit par ϕ sur le sous-espace

stable Ni
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D’après le théorème précédent, le polynôme minimal de ϕi est (X − λi)qi , le poly-
nome caractéristique de ϕi est donc (X − λi)ri avec ri = dimNi on en déduit que
le polynôme caractéristique de ϕ est

Pϕ(X) =
r∏
i=1

(X − λi)ri (∗ ∗ ∗∗)

En comparant (∗) et (∗ ∗ ∗∗) on constate que : dimNi = ri (1 ≤ i ≤ r). En
conclusion :

Théorème 1.4.1 (Théorème et Définition) Soit E un K−espace vectoriel de dimen-
sion finie non nulle n, et ϕ un endomorphisme de E qui admet un polynôme caractéristique
de la forme :

Pϕ(X) =
r∏
i=1

(X − λi)ri( les λi deux à deux distintes, les mi non nuls)

Alors le polynôme minimal s’écrit

Qϕ(X) =
r∏
i=1

(X − λi)qi 1 ≤ qi ≤ ri

L’ordre de multiplicité qi de la racine λi de Qϕ est l’indice de l’endomorphisme ϕ− λiI.
Le sous-espace vectoriel de E :

Ni =
+∞⋃
k=0

ker(ϕ− λiI)k,

qui est aussi bien le noyau de (ϕ − λiI)qi que celui de (ϕ − λiI)ri , est dit sous-espace
caractéristique (ou spectral) associé à la valeur propre λi, sa dimension est qi

E est la somme directe des Ni, 1 ≤ i ≤ r. L’endomorphisme ϕi induit par ϕ sur Ni

admet (X − λi)
ri pour polynôme caractéristique et (X − λi)

qi pour polynôme minimal.
L’endomorphisme ψi = ϕi − λiIdNi est nilpotent d’indice qi

Ce théorème permet de caractériser les endomorphismes diagonalisables

Proposition 1.4.2 Un endomorphisme ϕ d’un K−espace vectoriel E de dimension finie
non nulle n est diagonalisable si et seulement si son polynôme minimal est scindé dans
K et n’admet que des zéros simples.

Preuve. La condition est néccessaire : Par hypothèse, ϕ est diagonalisable. Son po-
lynôme caractéristique et par suite son polynôme minimal sont scindés sur K. On peut
écrire

E =
⊕
i

Ni avec Ni = ker(ϕ− λiI)qi
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D’autre part l’endomorphisme ϕ étant diagonalisable, E est somme directes des espaces
propres, ce qui s’écrit

E =
⊕
i

Ei avec Ei = ker(ϕ− λiI)

Compte tenu des inclusions Ei ⊂ Ni, on a, gràce à des considérations de dimensions :
pour tout i, Ei = Ni, ce qui d’après la définition de l’indice, exige qi = 1, or qi est l’ordre
de multiplicité de λi du polynôme minimal.

La condition est suffisante : L’hypothèse est ici Qϕ(X) =
r∏
i=1

(X − λi), les λi étant des

vecteurs propres deux à deux distinctes de ϕ, on en déduit que E =
⊕
i

ker(ϕ − λiI),

somme directes des sous-espaces propres ; ϕ est donc diagonalisable.

1.5 Endomorphismes nilpotents - Réduction de Jor-

dan

E est un espace vectoriel de dimension finie n sur C.

Définition 1.5.1 Un endomorphisme ϕ (ϕ ∈ L(E)) est dit nilpotent si et seulemens si
il existe m ∈ N / ϕm = 0

L’indice de nilpotence de ϕ est le plus petit entier r tel que ϕr = 0 et ϕr−1 6= 0

Remarque 1.5.2 Si ϕ est nilpotent d’indice m, alors
— Le polynôme caractéristique de ϕ Pϕ(X) = (−X)m

— Le polynôme minimal de ϕ Qϕ(X) = (X)µ, 1 ≤ µ ≤ m
Inversement si Pϕ(X) a tous ses zéros nuls ie Pϕ(X) = (−X)n, comme Pϕ(ϕ) = 0,

alors (−1)nϕn = 0 donc ϕ est nilpotent
Qϕ(X) divise Pϕ(X) =⇒ Qϕ(X) = Xµ, 1 ≤ µ ≤ n, comme Qϕ(ϕ) = 0 alors indice de

nilpotence = degré de Qϕ(X)
ϕ est nilpotent alors M(ϕ) est nilpotente de même indice.

Réduction des endomorphismes nilpotents

Lemme 1.5.3 Soit E un C−espace vectoriel de dimension n, ϕ un endomorphisme nil-
potent de E. Alors il existe une base B de E telle que l’on ait :

MB(ϕ) =


0 ε1 0

0 ε2
. .

. .
. εn−1

0 0

 , avec εi =


0

ou
1
∀i (F)
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Définition 1.5.4 Une matrice élémentaire de Jordan est une matrice de la forme (F)

Preve du lemme. ϕ ∈ L(E) un endomorphisme nilpotent, Pϕ(X) son polynôme
caractéristique et Qϕ(X) son polynôme minimal, Pϕ(X) = (−X)n, Qϕ(X) = Xµ, 1 ≤
µ ≤ n

1. Cas µ = n

Qϕ(ϕ) = ϕµ = 0; ϕµ−1 6= 0 =⇒ ∃v ∈ E tel que ϕµ−1(v) 6= 0

On utilise une récurence décroissante et on détermine une suite de vecteurs que
l’on montre que c’est une base de E

vn = ϕ0(v) = v

vn−1 = ϕ(vn) = ϕ(v)

vn−2 = ϕ(vn−1) = ϕ(ϕ(vn) = ϕ2(vn)
...
...

v2 = ϕ(v3) = ϕn−2(vn) = ϕn−2(v)

v1 = ϕ(v2) = ϕn−1(vn) = ϕn−1(ϕv)

0 /∈ {v1, v2, · · · , vn}. De plus {v1, v2, · · · , vn} est une base de E

En effet si

n∑
j=1

βjvj = 0 alors ∀k ∈ N
n∑
j=1

βjϕ
k(vj) = 0 βj ∈ C

=⇒
n∑
j=1

βjϕ
k
(
ϕn−j(v)

)
=

n∑
j=1

βjϕ
n+k−j(v) =

n∑
j=k+1

βjϕ
n+k−j(v)

=
n∑

j=k+1

βjϕ(vj−k+1) =
n∑

j=k+1

βjvj−k

k = n− 1, j = n,
n∑

j=k+1

βjvj−k = βnv1 = 0 =⇒ βn = 0

k = n− 2, j = n− 1, n

n∑
j=k+1

βjvj−k = βnv2 + βn−1v1 = 0 =⇒ βn−1 = 0 car βn = 0

...
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k = 1, j = 2, · · · , n
n∑

j=k+1

βjvj−k = β2v1 + β3v2 + · · ·+ βnvn−1 = 0 =⇒ β2v1 = 0 =⇒ β2 = 0

=⇒ β1 = 0

La matrice de ϕ sur la base {v1, · · · , vn} est

ϕ(v1) ... . ϕ(vn)
0 1 0

0 .
. 1
. .
. 1

0 0




v1
v2
.
.
.
vn


2. Cas général µ 6= n

Il s’agit de trouver une expression de E sous forme d’une somme directe des sous
espaces invariants par ϕ, de plus d◦Qϕk(X) = dimEk (Pϕ(X) = (−X)n, Qϕ(X) =
Xµ)

Le noyau des endomorphismes {ϕ0 = =, ϕ, ϕ2, · · · , ϕµ−1, ϕµ} forme une suite stric-
tement croissante des sous-espace de E

0 = kerϕ0  kerϕ  · · ·  kerϕµ−2  kerϕµ−1  E
↓ ↓ · · · ↓ ↓
F0  F1  · · ·  Fµ−2  Fµ−1 * Fµ = E

acev Fk = kerϕk

On sait que ϕµ−1 6= 0 =⇒ Fµ−1  Fµ. Soit Gµ un suplémentaire quelconque de
Fµ−1 dans Fµ =⇒ Fµ = Gµ ⊕ Fµ−1

=⇒ x ∈ Gµ alors

{
ϕ(x) ∈ Fµ−1 puisque ϕ(µ−1)(ϕ(x)) = ϕµ(x) = 0 (1)
ϕ(x) /∈ Fµ−2 puisque ϕ(µ−2)(ϕ(x)) = ϕµ−1(x) 6= 0 (2)

(1) =⇒ ϕ(Gµ) ⊂ Fµ−1
(2) =⇒ ϕ(Gµ) ∩ Fµ−2 = {0}

}
=⇒ Fµ−2 $ Fµ−1

Soit Gµ−1 un supplémentaire quelconque de Fµ−2 dans Fµ−1, de manière analogue
on a

(1) =⇒ ϕ(Gµ−1) ⊂ Fµ−2
(2) =⇒ ϕ(Gµ−1) ∩ Fµ−3 = {0}

}
=⇒ Fµ−3 $ Fµ−2

Par conséquent

Soit Gµ−k un supplémentaire quelconque de Fµ−k+1 dans Fµ−k, de manière analogue
on a

(1) =⇒ ϕ(Gµ−k) ⊂ Fµ−k+1

(2) =⇒ ϕ(Gµ−k) ∩ Fµ−k+1 = {0}

}
=⇒ Fµ−k $ Fµ−k+1
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G1 suplémentaire de F0 dans F1, alors E = G1 ⊕G2 + · · · ⊕Gµ

Soit {vµ1 , vµ2 , · · · , vµn} une base de Gµ, alors {ϕ(vµ1), ϕ(vµ2), · · · , ϕ(vµn)} est libre
dans Gµ−1 qui se compléte en une base de {ϕ(vµ1), ϕ(vµ2)
, · · · , ϕ(vµn), vµ−1,nµ+1, · · · , vµ−1,nµ+1} = B. L’image de B{

ϕ2(vµ1), ϕ
2(vµ2), · · · , ϕ2(vµn), ϕ(vµ−1,nµ+1), · · · , ϕ(vµ−1,nµ+1)

}
est une base de E

Théorème 1.5.5 (de Jordan) Soit A ∈Mn(C), {λ1, λ2, · · · , λr} le spectre de A. Alors
A est semblable à une matrice de la forme T1 0

. . .

0 Tr


où chaque bloc diagonale Ti est de la forme

Ti =

 λi ε
. . . ε

λi

 , ε = 0 ou 1

c’est-à-dire Ti − λi= est une matrice élémentaire de Jordan.

Preuve. Soit ϕ l’endomorphisme canoniquement associé à A et notons ϕi la restriction
de ϕ au sous espace carastéristique Cλi (qui est stable) on a : (ϕi−λiIdCλi)mi = 0 ∈ L(Cλi).
Donc ϕi − λiIdCλi est nilpotent et il existe une base Bi de Cλi où cet endomorphisme se
traduit par une matrice élémentaire de Jordan. La matrice ϕi − λiId étant scalaire, il
vient que

MBi =


λi ε 0

.
. . .

. ε
0 λi

 ; ε = 0 ou 1

Comme
r⊕
i=1

Cλi = Cn, la famille B = {B1,B2, · · · ,Br} est une base de Cn et MB(ϕ) a la

forme voulue.

Exemple 1.5.6 On dit qu’un endomorphisme f d’un espace vectoriel E de dimension
n sur K est nilpotent d’indice p, s’il existe p > 1 tel que fp−1 6= 0 et fp = 0. On dira
de même qu’une matrice A de Mn(K) est nilpotente d’indice p s’il existe p > 1 tel que
Ap−1 6= 0 et Ap = 0.
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1. a) Montrer que si f est nilpotent et s’il existe θ ∈ K et x 6= 0 de E tel que f(x) = θx
alors θ = 0

b) f étant nilpotent d’indice p, démontrer que si x est tel que fp−1(x) 6= 0, les
vecteurs

x = f 0(x), f 1(x), · · · , fp−1(x)

sont linéairement indépendants

c) En déduire que f est nilpotent d’indice n, si et seulement si il existe une base
(ai) de E telle que pour la matrice

A = M(f, (ai)) = αij

tous les αij sont nuls sauf αi,i+1 = 1 (1 ≤ i ≤ n− 1).

2. A étant une matrice nilpotente d’indice p de Mn(K). Démontrer que In − A est
inversible et calculer son inverse.

3. Application : On considère la matrice :

A =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1


Montrer que N = A− I4 est nilpotente. En déduire Ak pour k ∈ K (remarquer que
I4 et N commutent).

Solution :
1) a) Supposons qu’il ∃θ ∈ K / f(x) = θx, x 6= 0

f étant linéaire alors f(f(x)) = f(θx) = θf(x)
f étant nilpotente d’indice p

=⇒ fp(x) = 0 or fp(x) = fp−1(f(x)) = fp−1(θx) = θf p−1(x) = 0 (*)

comme fp−1(x) 6= 0 il en découle que θ = 0
b) Soit x / fp−1(x) 6= 0. Supposons qu’il existe λ0, λ1, · · · , λp−1 ∈ K /

λ0f
0(x) + λ1f

1(x) + · · ·+ λp−1f
p−1(x) = 0

On a alors

f [λ0f
0(x) + λ1f

1(x) + · · ·+ λp−1f
p−1(x)] = f(0) = 0

λ0f
1(x) + λ1f

2(x) + · · ·+ λp−1f
p(x) = 0

fp(x) = 0, l’égalité précédente devient

λ0f
1(x) + λ1f

2(x) + · · ·+ λp−2f
p−1(x) = 0
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Puis on réitère l’opération p−1 fois et on obtient λ0f
p−1(x)+λ1f

p(x) = 0 =⇒ λ0f
p−1(x) =

0, ce qui d’après a) implique que λ0 = 0, puis on revient à l’ordre p − 1 et onobtient
λ1f

p−1(x) + λ2f
p(x) = 0 =⇒ λ1 = 0. De proche en proche on obtient λp−2f

p−1(x) +
λp−1f

p(x) = 0 =⇒ λp−2 = 0 et donc finalement (*) implique λp−1 = 0 d’où

{f 0(x), f 1(x) + · · · , fp−1(x)}

est libre.
c) Si f ∈ Ln(E,K) est nilpotent d’indice n, on vu que

{f 0(x), f 1(x) + · · · , fn−1(x)}

est un système libre, donc constitue une base de E
Soit M la matrice de f dans la base
{u1, u2, · · · , un} = {fn−1(x), fn−2(x) + · · · , f 0(x)}, alors on a
f(u1) = fn(x) = 0,
f(u2) = f(f(n−2(x)) = fn−1(x) = u1,

...
f(un) = f(f 0(x)) = f 1(x) = un−1
on alors

M(f){u1,u2,··· ,un} =


0 1 0...

0

... 0
. . . 0

...
. . . . . . 1

0 · · · · · · 0


Réciproquement si f admet M comme matrice par rapport à une base, alors on vérifie
que f est nilpotent d’indice n car M l’est.

2) M étant nilpotente d’indice p; =⇒Mp = 0

I −Mp = Ip −Mp = (I −M)

p−1∑
k=0

IkMp−k = (I −M)

p−1∑
k=0

Mp−k = I

Par conséquent I −M est inversible et on a :

(I −M)−1 =

p−1∑
k=0

Mp−k

3) A =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

+


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 = I4 +N

N2 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , N3 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ; N4 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


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N est nilpotente d’indice 4.

Ak = (I4 +N)k =
k∑
j=0

Cj
kN

jIk−j4 = C0
kI4 + C1

kN + C2
kN

2 + C3
kN

3

car I4 et N commutent (on applique la formule de binôme) et pour j > 3, N j = 0

Ak =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

+ k


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0



+
k(k − 1)

2


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

+
k(k − 1)(k − 2)

6


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



Ak =


1 k k(k−1)

2
k(k−1)(k−2)

6

0 1 k k(k−1)
2

0 0 1 k
0 0 0 1


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