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Exercice 1 1. Résoudre ’équation auz différences finies suivantes:
Up — Wiy + 4Upo = 2"n2 +n+ 1

2. Discuter suivants les parametres des solutions des équations auz différences suivantes:
(on supposera que a >0 et b>0)

1

2
Upy2 — DUpyy — a”up, = —

Exercice 2 1. Résoudre les équations différentielles suivantes.
a. 2y —y(lny —Ilnz) =0

b. v = (1 +sin(t))y(y + 1)

2. On considere [’équation différentielle

1
(1+2%)y" +ay — V=0 (1)
ou y désigne une fonction inconnue de la varible x.
En faisant le changement de variable x = sh(t). (*)!
Intégrer la nouvelle équation différentielle ainsi obtenue et en déduire les solutions de (1).

Probleme 1 Soient a >0, | > 0. On considere le systéme suivant:

2@t _ Af(x,t) =0, 0<z<l,
f(z,0) = fo(x), fo donnée

f(0,1) = f(l,1) =0
On suppose que f(x,t) s’écrit comme produit de deuz fonctions u(z) et de v(t) (f(x,t) =

u(z)v(t)).

1. Montrer que

c’est-a-dire

1On reppelle que: sh(t) = et_;ft, ch(t) = eie”’

2
et que ch?(t) — sh?(t) = 1, dcgt(t) = sh(t), L0 —cp()




2. En d’eduire qu’il existe A € R tel que

{ V'(t) + a* o(t) =0
u'(z) + Au(z) =0

3. a- Résoudre le systeme.

b- En utilisant les conditions initiales f(0,t) = f(I,t) = 0 montrer que VA =", n € N.

c- En déduire qu’il existe une famille de solutions élémentaires

nm a’n?m?

fulz,t) = sin(T)x exp(—l—2)t

4. On cherche maintenant f(x,t) sous la forme d’une série convergente

a’*n’n?

+oo
f(x,w:;ansm(%xexp(— L

a- Calculer f(0,x)

b- En introduisant les fonctions fg : R — R impaires, 2m—périodiques, et dont la restriction

a [0, 7] est définie par
Fl6) = fo(-0)

et donc la suite (o) est la suite des coéfficients de Fourier de ]?0.
Déduire la valeur de a,.
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Solution 1 1.
Uy — Ay 1 + AUy g =202 +n + 1

L’équation homogéne est u, — 4u,_1 + 4u,_o = 0 et I'équation caractéristique: > —4r +4 =0
qui admet une racine double r1 = ry = 2.
Up,y = (An + B)2"

La solution particuliére corresponsante a gy(n) = 2"n? s’écrit sous la forme 2"n*Qy(n) ou est un
polynéme de degré 2 en n (on remplace dans l’équation et on trouve les coefficients de Q2(n)).
La solution particuliére corresponsante a ga(n) = n+1 s’écrit sous la forme an+b (on remplace
dans 'équation et on trouve les coefficients a et b) d’ou

U, = (An + B)2" + 2"n*Qy(n) + an + b

2. .
Uny2 — bun+1 - a2un = 5.
271
L’équation homogéne est U, o—bu, 1 —a*u, = 0 et [’équation caractéristique: r>—br—a? = 0 =
Ay = b 444 > 0 donc Uéquation admet deux racines simples rqy = bvbrda® ”;“4“2 et ry = b=/btda” VZH“Q.
b+ Vh+da?\ " b—b+da®\)
Upy =A| ———| +B|—i——
2 2
Cas 1: m1 # 1/2 et ry # 1/2 la solution particuliere s’écrit sous la forme u,, = agln, en
remplacant dans [’équation compléte, on trouve o = m et la solution générale est:
b+ Vh+da?\ b—Vh+da?\ 1 1
Up=A|—— | +B|—m— _ —
2 2 1—2b—4a? 27
Cas 2: r1 = 1/2 ou ry = 1/2 la solution particuliére s’écrit sous la forme u,, = omZin, en

remplacant dans l’équation compléte, on trouve dans tous les deuz cas o = (1—0b) et la solution
générale est:

u, = A
2 AL

(b+\/l;+ 4a2> B (b— \/b+4a2) L —bn

1—4a?
2

Remaerque: Dans le cas 2, 1 = 1/2 oury = 1/2, on trouve b =

Solution 2 1. a. 2y —y(lny —Inz) =0

Yy

515?/,—?/(11T1y—1n$)=O<:>$y':ylng @ylzyln
z r T



Posons z = £ =y = 2'x + 2 et ["équation devient:

d d
dr+z=zlnz<=Zr=2(Inz—-1) < o4 W
zlnz—-1) =

or z(lndzzq) = d(llnnzzjll) et 'équation devient
dilnz —1 d
&:—x<:>ln(lnz—1):lnx+k:>lnz—1:Kx
Inz—1 T
lnzzlng:>1ny:1na:—|—Kx+1:>y:e(1”+K”1):exeK”
x
1. by = (1 +sin(t))y(y + 1)
—sin@ D) — —L =L L i 41
Yy = Sin yl\y = — — — Ssin
yy+1) y y+1
dy dy / : Y
— [ —— | —— = [ (sin(t) + 1)dt & lo =t—cost+ K
[ [ = [+ nar e o 2
Y -1 1 :A€(t_COSt):>y: 1 -1
y+1 y+1 1 — Ae(t—cost)
“ dt 1
= sh(t) = dx = ch(t)dt — =
@ = sh(t) z = ch(t) dx  ch(t)

ch3(t) ch?(t)
(el 4ty = (st |~ S + S| + i -

1+ sh?(t) . (14 sh?(t))sh(t)  sh(t)] .
= e W {_ B ch(t)] y) =
= ()~ u(t) =0

4

On en déduit que . .
y(t) = Aez + Be 2

t=log(z + Va2 + 1) = y(z) = Alx + Va2 + 1] + Blz + Va2 + 1]71/2



Solution 3

* 8—f—a2Af:0; aveca >0, 0<x <[, [>0
ot

Soit
[t x) = u(x)o(t)
en dérivant et remplacant dans l’équation (*), on obtient
u(z)v'(t) = a®u”(x)v(t)
C’est-a-dire
v'(z) _ u(x)
a2v(t)  u(t)
On wvoit que ceci n’est possible que si ces rapports sont constants. D’ou le systéme
{ V'(t) + a*xv(t) =0
u'(z) + Au(z) =0

AeR
Si A >0, on obtient
v(t) = Ae=t
u(z) = BeV = 4 CemVAe
Dans le prmier cas, les conditions initiales donnent
B=0 et Csin\/Xl:0:>\/_:nTﬂ,n€N
Dans le second cas, on obtient

B+C=0, BeV M4 Ce V=0

C’est-a-dire B=C =0, ce qui est sans intéreét.

On obtient donc les solutions élémentaires

nm CL2 TL2 7'('2

folt,z) = sin T eXP(_l—2t>
On cherche des solutions sous forme de séries convergentes

> nm a’n’m?
t,x) = Q, sin —x exp(— t
) = 3 ansin Fraexp(- =

La condition initiales s’écrit

- . nm
f(0,z) = nz:%ozn sin —-

En introduisant les fonctions ]?0 : R — R impaires, 2m—périodiques, et dont la restriction a
[0, 7] est définie par

Falb) = fo(0)

et donc la suite (o) est la suite des coéfficients de Fourier de ﬁ). On a donc

l
on == [ fu(e)sin e



