Chapitre 1

Séries de Fourier

Soit f une fonction périodique de période T'. Joseph Fourier , mathématicien francais,
affirma, dans un mémoire daté de 1807, qu’il est possible dans certaines conditions ,
de décomposer une fonction périodique sous la forme d’'une somme infinie de signaux
sinusoidaux : Ainsi on a dans certaines conditions (parexemple si f est de classeC'par
morceaux)

+oo
2m
t) = Y a, t + by, sin nwt, 7= 1.1
f(t) ag—i-n:la cos nwt + by, sinnwt, avec " (1.1)

On peut donc considérer f comme la somme - d'un terme constantr ag
"d’un nombre fini de termes sinusoidaux appelés harmoniques. L’harmonique de rang n
est

U, = a, cos nwt + b, sin nwt

Il peut s’écrire sous la forme
Up, = Ay, cos(nwt — @y,)

avec A, = /a2 + b2 et tany,, = Z—Z A, représente 'amplitude, 2—; la période, ¢, la phase
et 52 la fréquence.

1.1 Séries trigonométriques

Définition 1.1.1 On appelle série trigonométrique toute série de la forme ) a, cosnx + b, sin nx

Un

ot a, etb, sont des suites rélles ou complezes.

En utilisant exponentielle complexe( les formules d’Euler) on a
einz + e—mr ez’nw _ e—inm

cosnr = ———, sinnx = -
21

2

(a, — ib,)e™® + %(an + 1b,)e”™® on peut

inx

le terme général de la série devient U, = %
donc écrire la série précédente sous la forme d’'une série a double entrée Zfz cne™" avec



Cp = %(an —ib,) sin > 0 et c_, = (a, + ib,) si n > 0 avec la condition by = 0 On

. o+ N 7 +o0o : 7o
dira que la série & double entrée ) ™ ¢, est convergente si la série Y [c,| +[c_n| est
convergente

Proposition 1.1.1 Si les séries Y |a,| et > |b,| converge alors la série trigonométrique
> an cosnx + by, sinnx est normalement convergente et uniformément convergente sur R
et sa somme est une fonction continue.

1.2 Coeefficients de Fourier

Définition 1.2.1 Soit f une fonction définie de R a dans R ou C. f est dite périodique
de période T siVr € R, f(x,T) = f(x)

Définition 1.2.2 On appelle ceefficients de fourier d’une fonction continue par morceau
(ou localement intégrale) 2w périodique les nombres définis par

1 s
ap, = — f(z)cosnzdr,n € N
™ —T

1 s
b, = —/ f(z)sinnxdx,n € N*
™ —T

ou bien ) i
Cn = oo /_7r f(x)e ™ dr,n €7

Remarque 1.2.1 On utilise a,, et b, pour une fonction a valeurs rélles et ¢, pour une
fonction a valeurs complexes.

Définition 1.2.3 La série

N
% + Zlancosnx + b, sin nx
s’appelle série de Fourier partielle d’ordre N de f
On appelle série de Fourier de [ la limite quand elle existe, de Fx f(x) et on la note

N—+o00

+o0
Ff(x)= lim Fyf(z)= % +Zancosnm+bnsinna:
n=1

Exercice 1.2.1 Clalculer les ceefficients de fourier des fonctions suivantes et donner la
série de fourier associée a f
1)
. B 1 pour z €]0, |

9(x) = sign(z) = { —1 pourx €] —m, 0]
2) H(z) = |z| sur]—m x|
3)1(x) =z sur]—mmn|
4) J(z) =2* sur|—m 7|

(1.2)



Le principal probleme que nous étudions dans la suite est le suivant :
- La série de fourier converge t-elle. Et si elle converge converge -t-elle vers f.
-Et de quelle convergence s’agit t-elle.

1.3 Propriétés

- Si f est une fonction paire alors
2 ™
ap = —/ f(z)cosnxdx, b,=0VneN
T Jo
- Si f est une fonction impaire alors
2 s
b, = —/ f(x)cosnxdr, a, =0Vn €N
T Jo

Exercice 1.3.1 1) Trouver les coefficient de fourier de la fonction 2w périodique définie
par f(x) =z, —m1<zx<mw
2) Trouver les coefficients de Fourier de la fonction

-1 <
{o, <2 <0 (1.3)

m 0<z<nm

Remarque 1.3.1 Une fonction 2w-périodique est entierement déterminée par sa restric-
tion sur [0,27] ou sur un intervalle de la forme [a, a + 27]

Les ceefficients de Fourier d’une fonction 2m-périodique sont enticrement déterminée par
la connaissance de [ sur o, o + 2]

Remarque 1.3.2 Nous avons définie la série de fourier pour les fonctions 2w — périodiques ;
on peut définier une notion semblable pour les fonctions qui sont L—périodiques.

Supposons f est définie et intégrable sur [—L, L] Posons F(z) = f(££).

La fonction F'(z) est définie et intégrable sur [—m, 7|. La série de fourier de F'(z) s’écrit

N
F(z) = f(%) = % + Z(an cosnx + by, sin nx) (1.4)
n=1

En utilisant la substitution de ¢t = % on a la définition suivante

Définition 1.3.1 Soit f(x) une fonction définie sur [—L, L]. La série de Fourier de f(x)
est

N
t t
ap + Z(an cos(n%) + b, sin(n%)), pourn > 1 (1.5)
n=1

3



o

/ f(— Lx ) cos nzdr = / f(z) cos( n—dx (1.6)
/ f(—) cosnxdx = / f(z) cos nW—Lxdx (1.7)
/ f(— Lx ) sinnxdr = / f(z) sin( n—d:r (1.8)

(1.9)

Exercice 1.3.2 Application : Trouver la série de fourier de la fonction f

0, —2<z<0

Solution Ici on a L =2, ag = 1 f02 rdr =

a, = 1/0 xcos(@da: = ;(1)2(003(71@ —-1)= fracl?(i)Q((—l)” —1)

2 2 nmw nmw

1 [? 2
b= b [ rsin(Tae = 2T 2 (e
2 Jo 2 nw nmw

La série de fourier de f s’écrit alors

1 2 nmwx 2 nmx
§ n n+1 _:
2 1 n2712(( 1) 1) o8 2 nm ( 1) St 2

Définition 1.3.2 Une fonction f définie de R a valeurs de R est dite réguliére par mor-
ceauz si elle est réguliére par morceaux sur tout compact |a, b], ie :

1. f continue par morceaux sur [a,b] ce qui veut dire qu’il existe

a=ay<a; <...<ap1 =0

tels que, Vi = 0,1,....n, [/ (ai,a;,1) €St continue et
lim  f(z) = f(a; +0), lim  f(z)f(a; —0)
T—aq,r>a4 T—raq,r<a;

existent et sont finies;

2. f existe et continue par morceaursur (ai, aiﬂ) et

lim  f(z) = fla;+0), lim_ f(x) = fla;—0)

T—0,T>0;4 r—a;,x<a;

existent et sont finies.



Théoreme 1.3.1 Théoréme Dirichlet
Soit f une fonction 2m-périodique localement intégrable(réguliére par morceauz. Soient a,
et b, et Fxf comme dans la définition précédente. Alors la limite F f(x) existe pour tout

reR et 0 0
ooy = K0+ fe =0

(ot f(x 4+ 0) =limy, ;>0 f(y) et f(z —0) =lmy,_, y<o f(y)). Donc, en particulier, si f
est continue en x, alors
Ff(z) = f(z).

De plus, si f est continue, alors la convergence de la série ci-dessus vers la fonction f est
uniforme.

, Vx eR

Théoreme 1.3.2 Différentiation terme a terme Soit f : R — R une fonction 2m-
périodique continue telle que f" réguliére par morceaux. Soit

“+00

ap .

5 + g a, cosnx + b, sinnx
n=1

sa série de Fourier. La série obtenue par différention terme a terme de la série de f
converge et Vx € R

/ 7 N
f(x—l—())—;—f(x 0 = Zn{bncosnx’—ansinnx}
n=1

Théoreme 1.3.3 Intégration terme a terme Soit f : R — R une fonction 2m-
périodique réqulicre par morceaux. Soit

o

“+00
5 + E a, cosnx + b, sinnx

n=1

sa série de Fourier. Alors pour xo,x € [0,27], on a
T T, +oo T
/ f(t)dt = / godt + Z/ (ay, cos nx + by, sinnx)dt
o x0 n—=1 0

1.4 Inégalité de Bessel et théoreme de Parseval

Proposition 1.4.1 Soit f : R — R(C) 2m-périodique et intégrable sur [—m,w|. Alors les
ceefficients de Fourier de types complexes vérifient Vn € N [’inégalité de Bessel :

k=n 1 T
> el <50 [ 1@

k=—n



Théoreme 1.4.1 Identité de Parseval
Soit f: R = R 2w-périodique réqulicre par morceaux. Alors

1 o 2 3 - 2

Exercice 1.4.1 Trouver la série de Fourier de

0 stx=-—-m
flx)= ¢ 5 sixze(—mmn) (1.11)
0 stx=m

pour x € |—m, 7| et étendue par 2m-périodicité. Comparer F f et f.

Calculer 707 | =5



