Chapitre 1

Séries Entieres

Les séries entieres sont une classe importante des séries de fonctions.

1.1 Définitions et Rayons de convergence

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 On appelle série entiére toute série d’application Y f, avec f, :
C — C z+— a,z" ou a, est une suite de nombres complezxes.

Dans toute la suite la série entiére sera notée Y a,z"; la suite a, est appelée la suite
des ceefficients de la série enticre.

Comme pour les séries de fonctions on cherche ’ensemble

A= {z eC: Z anz" converge}
qu’on appelle domaine de convergence de la série entiere.

Exemple 1.1.1 > -
Posons f,(x) = xn—T et appliquons le critere d’Alembert.
limy, 400 f?}zl = limy s o0 |75

pour tout x € R; donc A = R.

= 0. Donc la série entiere est absolument convergente

Exemple 1.1.2 > %7

Posons f,(x) = :fTZ et appliquons le critere d’Alembert.
fn+1

lim,, 410 = lim,, 41 ‘ (nLH) x‘ = |z|. Donc la série entiere est absolument conver-
gente pour tout |x| < 1; et si |x| > 1 la érie diverge.

Dans le cas ot |z| =1 on a f,(z) = |%| = 5. La série Y .| %5 est absolument conver-
gente pour tout x € [—1,1]; et alors A = [—1,1].



Définition 1.1.2 On appelle série entiére complexe de la variable réelle toute série d’ap-
plication ) a,t™ de R dans C ot a,, est une suite de nombres complezes.

On appelle série entiére réelle de la variable réelle toute série d’application ) ant™ de R
dans R ot a,, est une suite de nombres rélles.

Définition 1.1.3 ) a,2" et Y b,2" sont deux séries convergentes. On appelle :

Série somme la série somme la série entiére Y - q(an + b,)2"

Série produit(ou produit de Cauchy) la série entiere ) ,cn2" définie par : Vn €
N, Cp = ZZ:O Clkbn,k

Série produit par A € C, la série ) - (Aa,)z"

1.1.2 Rayon de convergence

Proposition 1.1.1 Lemme d’Abel

Soit zg € C tel que la suite (a,z§) soit bornée ; alors pour tout z € C tel que |z| < |z, la
série numérique Y a,z" est absolument convergente, donc est convergente.

De plus pour tout 0 < r < |zo| la série entiére Y a,z™ converge normalement donc
uniformément sur le disque B, = {z € C,|z| <r}.

Preuve :Si zp = 0 le résultat est vérifié.
Supposons zg # 0 puis que la suite (a,2{) est bornée il existe M majorant de la suite tel
que |a,zf| < M, Vn € N.
Soit z tel que |z| < |zo], alors on a

2" z z
"] = w2 S| < lansgl 2P < MIZP
Comme | 2] < 1, la série ) | Z[" converge donc ) [a,2"| est convergente. Ce qui entraine
la convergence de la série ) a,z"
Soit r tel que 0 < r < 2] et soit z € B,. Vn € N on a |a,2"| < |a,r"|, puisque 7 < | 2|
on vient de voir que la série > |a,z"| converge, d’ou le résultat.

Proposition 1.1.2 Si la série Y a,z converge, alors la série entiére Y anz" est abso-
lument convergente en tout point z € C tel que |z| < |z

Définition 1.1.4 On appelle rayon de convergence de la série entiére | a,z" la borne
supérieure dans R de [’ensemble

I ={r>0;a,r" soit bornée}

Théoréme 1.1.1 Soit R le rayon de convergence de la série entiére > a,z". Alors on :
- Pour tout z € C tel que |z| < R la série Y a,z™ converge absolument.

- Pour tout z € C tel que |z| > R la suite a,z™ n’est pas bornée donc la série Y a,z"
diverge.



Preuve : Si R =0 alors [ = {0} et on a le résultat.
Si R # 0 soit z € C tel que |z| < R, alors

Zn

Rn

Zn
la,2"| = |a, R" < K|ﬁ
D’apres le lemme d’Abel > a,2" est absolument convergente.

Supposons R # +o00. Si |z| > R, alors |z| n’appartient pas a I donc a, 2" n’est pas bornée
et la série diverge.

Exemple 1.1.3 - La série ) Z—T converge pour tout z € C donc son rayon de convergence
est +00

- La série Y n"z" ne converge qu’en zéro donc son rayon de convergence est R = 0.

- La série Y, <, %" a un rayon de convergence éqale a 1

Définition 1.1.5 Soit R le rayon de convergence de la série Y a,z".

SiR#0, B(O,R) ={z € C: |z| <R} est appelé disque de convergence de la série
entiere. C = {z € C: |z| = R} est appelé cercle de convergence et l'intervalle | — R, R|
est appelé intervalle de convergence

Remarque 1.1.1 Si|z| = R, on ne connait pas la nature de la série y | a,z™ c’est a dire
sur le cercle de convergence.

Dans la pratique pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiere on utilise
assez souvent la regle d’Alembert ou de Cauchy.

Regle de Cauchy et d’Alembert

Regle d’Alembert Si |“£1| tend vers une limite A finie ou infinie quand n tend vers
'infini, la série Y a, 2" a pour rayon de convergence l'inverse de cette limite : R = %

Exemple 1.1.4 ::8 fl—r,b converge pour tout x € R. Son rayon de convergence est R =
+00.
> fl—g a pour rayon de convergence R = 1.

Reégle de Cauchy Soit ) a,2" une série entiere. Si la suite de terme général |a,|= tend
vers une limite finie ou infinie lorsque n tend vers 'infini alors le rayon de convergence de
la série entiere est 'inverse de cette limite.

B 1

hmn—H—oo |an | %

Exemple 1.1.5 En:O g—: converge pour tout |x| < 2. Son rayon de convergence est R = 2.



Propriétés

Proposition 1.1.3 Soient > a, et > b, deux séries entieres de rayons de convergence
Ra et Rb.
Si¥n € N, |a,| < |b,|, alors R, < Ry.

Preuve Soit € R, tel que la suite b,r" soit borné. Comme |a,| < [b,[, on a |a,r"| <
|b,r™| donc la suite |a,r"| est bornée. Donc R, < R,.

Proposition 1.1.4 Si a, ~ b,, alors R, = Ry.

Théoréme 1.1.2 Soient Y a, et > b, deux séries entiéres de rayons de convergence R,
et Rb.
Le rayon de convergence de la somme des deux séries vérifie :
- Si Ry, # Ry, p=min(R,, Ry),
- SiRa:RbapZRa:Rb>7
De plus pour tout z € C tel que |z| < min(R,, Rp), on a

Z(an +b,)2" = Z anz" + Z b, 2"

n=0 n=0 n=0
Exemple 1.1.6 Soient les deuz séries f(z) = Y o a" et g(z) = > o 522" Les deus
séries ont pour rayon de convergence R = 1. Par contre la somme (f + g)(x) = > %x”

a pour rayon de convergence R’ = 2.

Théoréme 1.1.3 Soient > a, et > b, deux séries entiéres de rayons de convergence R,
et Rb.

Le rayon de convergence de la série produit Y, ¢,z" avec ¢, = ZZES apby,_ vérifie p >
min(R,, Ry) et pour tout z € C tel que |z| < min(R,, Ry) on a :

Z cp2" = (Z anz")(z bn2").
n=0 n=0 n=0

1.2 Fonction définie par une série entiere

Théoreme 1.2.1 Continuité de la fonction somme
Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence non nul R. Alors la fonction f
définie sur B(0, R) définie par f(z) =Y a,2" est continue sur le disque de convergence.

Preuve La série de fonctions ) a,2™ converge normalement sur le disque de convergence
donc uniformément. Vn € N, z — a,,2" est continue sur le disque de convergence. Donc
la fonction z — f(2) = > a,z" est continue sur le disque de convergence d’apres le
théoreme de continuité des séries de fonctions.



Théoreme 1.2.2 Dérivabilité de la fonction somme
Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence non nul R.
Alors sa somme f(z) est une fonction dérivable sur le disque de convergence.

Preuve :

Proposition 1.2.1 Si a,, est une suite de nombres rélles ou complexes alors les séries
S na,z"t et S a,z™ ont méme rayon de convergence.

Preuve : Soit R respectivement R’ les rayons de convergences des séries » | a, 2" respec-
tivement > na,z""'.
- Soit 7 € Ry tel que |na,r""!| soit bornée. Pour tout n € N

lan|r™ < |na,|r™ = rna,|r™

Donc |a,r"| est borné d’ou R > R’
- Soit r € Ry avec r < R et soit h € RY tel que r +h < R
VneN, nr"h < CU" 4+ CL <r" th4 L 4+ CPR" = (r+ h)"
|annr™| < +lay|(r + k)™ donc |na,r™| est bornée et donc R > R
dou R=FR

Théoreme 1.2.3 Intégrabilité de la fonction somme
Soit Y a,t™ une série entiére de la variable réelle de rayon de convergence R positif.
Si [a,b] est un rayon de convergence inclus dans | — R, R] alors on a

/b(i a,t")dt = ian /b t"dt
@ k=0 n=0 a

Preuve : > a,t" converge uniformément sur [a, 0]
a,t" est intégrable sur [a,b] pour tout n € N Alors le théoreme d’inversion somme et
intégrale des séries de fonctions donne le résultat.

1.3 Fonctions développables en série entiere

Définition 1.3.1 Soit Q) un voisinage ouvert de zéro dans C et f : Q0 — C une fonction
définie sur 2. On dit f est développable en série entiere dans €2 s’il existe une suite
(an)nen € C telle que Yz € Q on a

f(z) = Z anz"



Théoreme 1.3.1 Soit f : w — C une fonction développable en série entiere au voisi-
nage ouvert € de zéro. Alors les ceefficients de cette série entiére sont les nombres

1
— — ¢

Le développement en série entiére d'une fonction f(z) est unique et s’identifie avec le
développement de Taylor de la fonction.

Cas de la variable réelle

Définition 1.3.2 Soit f une fonction définie d’une partie X de R dans C.
On dit f est développable en série entiére en 0, s’il existe une série entiere Y a,t™ de
rayon de convergence R > 0 et r €]0, R| avec | —r,r[C X tel que

o0

Vi el —rrl, f(t)= Zant”

n=0

Théoreme 1.3.2 Soit X C R et f une fonction définie de X dans R développable en
série entiere. Alors les ceefficients de cette série sont les nombres a,, = %f(")(O)

Exercice 1.3.1 Donner un développement en série entiere des fonctions suivantes :

) — arcsin /z
) = T

gty =1+t |t|<laeR
On pourra utiliser 'équation différentielle suivante (1+t)y —ay =0, y(0) =1

Exercice 1.3.2 Donner le développement en série entiére de la fonction f(t) = arctant

Solution
On sait f(t) = [o Ldu.

. [e%s) n..2n ee} n [t n S8} n n
Silt] <15z = Yonso(=1)"2* Donc f(t) = Y02y (=1)" [y a* dw = Y07 ((=1)" k52"

o _1)n 2n+1
f(t) —;(mt -

Développement en série entiere de quelques fonctions
- L’exponentielle complexe
On appelle exponentielle complexe notée e* la série entiere

oo

Vz e C, eZ:Z%

n=0



-Les fonctions trigonométriques et hyperboliques complexes

Vz € C,
cosz = ———— —Z

iz —1iz

sing = —— —Z 2n+1)

e? + e ? +oo ZQn
coshz = =
2 “— (2n)!
L 2 _ oz +oo S2n+1
sinh z = =
2 “—~ (2n+1)!
Dans le cas réel
& " &= T
et = — -z _ (_1)n_
! n!
n=0 n=0
i’i 22 i’i 22+l
costr=» (-1)'——, sinzx=)» (-1)"—
| |
et (2n)! — (2n +1)!
t00  9p +00 2n+1
T ) T
COShZ = nzzowsulh.f = nzzom

Toutes ces fonctions ont un rayon de convergence égale a 400

“+00
tn n
1M1+t%:§:@4ﬁ*%? n(1 —t) }:—-
n=1

Rala—1).. (a—n+1)

L+ =) "n!

tn

n=0
1 Z Z
—_— :L'n> ey
— X
neN neN

(20— 1) 20!

X () . 1.3.5.
tant = ——t" t=
arctan HZ:O m1 o e nzzo 246...(2n) 2n+1

Exercice 1.3.3 1. Rappeler le développement en série entiere des fonctions suivantes :

1

T2 x> cosx, v ez (14 2)”
T

X —



2. En déduire le développement en série entiere au voisinage de x = 0 des fonctions

suivantes : ] ]
, x> arctanz, x — h(x) =
1+ a2 T+ e®

T a>0

3. Développer en série entiére les fonctions suivantes au voisinage de x =0 :

2 _ 42

f) = 5= 9l :/Oxetht, h(t):/o L

Exercice 1.3.4 1. Déterminer le développement en série entiere de f : x — e~ Ox e’ dt
2. Expliciter la suite (ay,) de réels telle que :

“+oo
Vee|-1,1] V1—z= Zanx"
n=0

et montrer que la série . |a,| est convergente.

Exercice 1.3.5 On considére ’équation différentielle suivante
2@+ Dy + (2* =)y =1 (E)

1) On suppose qu’il eziste une solution de (E) développable en série entiére ) a,a™.
Calculer a, et montrer que

(n+4+ 1aps + (n—1)a,_1 =0 pour n > 2

(cym

S Quel est le

Montrer que pour n > 1, ag, = (—1)"""% et que pour n > 0, azns1 =

rayon de convergence de cette série entiére ¢

2) En déduire que l’expression des solutions de (E) développable en série entiére est
y(r) = —arctanz + aln(1 + 2%) + b

avec a et b dans R

Exercice 1.3.6 Calculer le rayon de convergence des séries entieres

f@) =2 g@) = S (Dm0 0,6 > 0)

— n+b
= n"” = n!
h(x) = —x", i(x) = —"
W= = L



Exercice 1.3.7 Calculer le rayon de convergence des séries suivantes

I)Zn'z”, 2)2%, 3)2710‘2”, aeR
n=0 n=0 n=0
o0 o (9] /2
4) Z ~, ) Z a,x", avec a, = / sin” tdt
n=0 145 n=0 0

n!
6) Z Innz", 7) Z mx"

Exercice 1.3.8 On se donne l’équation différentielle suivante sur |0, 00|
(@® +2)y" + Be+ 1)y +y =0

On cherche une solution de cette équation qui soit développable en série entiere. On sup-
pose que cette solution est de la forme Y (x) = ;ri% a,x™ sur lintervalle de convergence
] - 7”[

1. Trouver une relation simple entre a, et a,.1 pour tout n € N

En déduire que a, = (—1)"aq et une expression simple de Y ( On donnera la valeur de la

somme de la série entiére).

Exercice 1.3.9 On considere la série numérique de terme général

an

u, = In(1 + , ot a € R.

( n+ 2)

1) Sia >0 étudier la convergence de ), - un

2) Sia = —1, démontrer que EnZO u, converge et calculer sa somme.

Exercice 1.3.10 Etudier la convergence simple de la série entiére ) sin \/Lﬁx”; r e R.



