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Chapitre 1

Intégrales (Généralisées

On considere une fonction f intégrable au sens de Riemann surtout intervalle fermé
strict d'un intervalle ouvert ]a, b[(par exemple f continue sur ]a, b[) et on se demande si
on peut donner un sens a la quantité fj f(z)dz. Cette intégrale sera appelée intégrale
généralisée de f sur |a,b[. L'une des bornes a ou b peut étre infini ou les deux en méme
temps. Dans la suite on s’intéressera a 1’étude de I'intégrale généraliséE de f.

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.1 Soit I un intervalle quelconque de R. Une fonction numérique f :
I — R est dite localement intégrale sur I, si sa restriction a chaque intervalle fermé
de I est Riemann intégrable.

Définition 1.1.2 1)Soit f :Ja,b] — R, —o0 < a < b < +00 une fonction localement
intégrable. On dira que l'intégrale de f sur |a,b] est convergente ou f est intégrable si
la fonction G définie sur |a,b] par

G(z) = fff(t)dt, admet une limite finie lorsque x tend vers a.

En cas d’existence cette limite est appelée intégrale généralisée de f sur ]a,b] et est
notée

/a b FO)dt = limy_a / ’ F(t)dt.

Si cette limite n’existe pas dans R, on dit que l'intégrale de f sura,b] est divergente.
2)Soit f :[a,b] — R, —oco < a < b < +oo une fonction localement intégrable.
On dira que l'intégrale de f sur [a,b] est convergente ou f est intégrable si la fonction
F définie sur [a,b] par
F(z) = [T f(t)dt, admet une limite finie lorsque = tend vers b.
L’intégrale généralisée de f sur[a,b[ est alors le nombre réel f; F@O)dt = limg_y [ f(t)dt.
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Exemple 1.1.1 Les intégrales de Riemann

Une famille importante d’intégrales généralisées est donnée par celle des intégrales de
Riemann.

Théoréme 1.1.1 Soit a un réel et f la fonction définie sur |0, +oo[ par :

1
Tt —.
f o

1. L’intégrale de f sur [1,+o0o[ est convergente si et seulement si, « > 1 avec

oo qt 1
Va>1,/ — = .
ot a—1

2. L’intégrale de f sur]0,1] est convergente si et seulement si, « < 1 avec

tat 1

Va < 1, )
0 t* 11—«

Preuve. 1. Pour tout x > 1, Calculons d’abord

/a: dt _ { ﬁ(aﬂ"%l — 1) St o 7é 1; (11)

to In(z) si a =1,
et
* L sia>1
; — -«
lzmx_>+oo/1 f(t)dt = { sia<l (1.2)

De méme pour 0 < x <1 on a

1 R A R SR N

—In(z) sia=1

et
! L sia<1
li =4 l-a 1.4
mlgtl)/x J(t)dt {+oosz’a21 (1.4)
|
Remarque 1.1.1 En conclusion f0+o° % est divergente quel que soit le réel a.

Exemple 1.1.2 Soit a calculer f1+oo costdt. On a [ costdt = [sint]f = sinz — sinl qui

n’a pas de limite lorsque x tend vers +00. donc f;rOO cos xzdx est une intégrale divergente.
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Définition 1.1.3 Soit f :|a,b|— R, —o00 < a < b < 400 une fonction numérique
localement intégrale. Soit ¢ €|a,b[. On dit que intégrale de f sur]a,b| est convergente si
chacune des intégrales f:f(m)dm et fcbf(x)dx est convergente et on pose

/abf(q:)dx _ /acf(a:)da:Jr /cbf(:c)d:c

Remarque 1.1.2 Cette définition est indépendante du point c.

Exemple 1.1.3 Soit a calculer fj;o 11';2.

Ve €] — oo, +oo, [© & = [Arctgt]® ., = arctgc+ Z.

oo 1+4¢2
+oo dt +oo __ ™
I 15 = [Arctgt]F> = —arctge + 3.
5ot too dt e _dt too dt  _m o om o
On en déduit donc que [ {Sm = [ i+ ). fim=5+5=7

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction localement intégrable sur]a,b[. Pour que l’intégrale
de [ surla,b| soit convergente il faut et il suffit que la fonction a deux variables

h(m,y):/yf(t)dt, a<z<y<b

ait une limite finie lorsque (x,y) — (a,b) dans R? et dans ce cas on a

/ ’ fWdt = tm | f@r

(zy)=(a,b) Jy

En particulier si f est localement intégrable sur | — 0o, +oo[ 'intégrale fj;o f(z)dzx existe

équivaut a l'existence de lim4_ 400 47— 00 fj f(t)dt avec A et A" indépendants.

Remarque 1.1.3 [l peut ezister lim, ffa f(t)dt sans pour autant que fj;o f(t)dt
existe. ,
Pour s’en convaincre considérer ffa sintdt = 0 et limg_ 1000’00 faa sintdt qui n’existe
pas
Exercice 1.1.1 1. Montrerque l'intégrale de f : t — et
too g

que [, etdt = 1.

1

2. Montrer que l'intégrale de f :t +— i est convergente sur ]0,1] et fol % =2

est convergente sur [0, +o00| et

3. Montrer que lintégrale de f :t — t% est divergente sur |0, 1]
4. Montrer que l'intégrale de f :t > sint est convergente sur [0, +00].

Solution 1.1.1
1. Pour tout z > 0 on a :



1.2 Calcul d’intégrales généralisées )

2. Pour tout x €0, 1] on a

Ut
F(a:):/ =22 22

3. Pour tout z €]0,1] on a :

1
dt 1
F(z) = —=——1—, 0+ +00.

L, 2z

4. Pour tout £ >0 on a :
F(x) :/ sintdt =1 —cosx
0

et la fonction n’a pas de limite en +oo0.

1.2 Calcul d’intégrales généralisées

1.2.1 Utilisation d’une primitive

Soit f :]a, b[— R une fonction continue. Si f admet une primitive sur ]a, b], la conver-
gence de f; f(t)dt équivaut a lexistence des deux limites F'(a+) = lim, 4450 F(z) et
F(b—) = lim,p.<p F'(x) et si ces limites existent on a

/bf(t)dt _ F(b—) — F(at).

Exercice 1.2.1 Calculer les intégrales I = f0+°o exp(—ax) cos(bx)dz et
J = f;oo exp(—ax) sin(bz)dx avec a > 0.

Exercice 1.2.2 Calculer les intégrales généralisées suivantes :

ee dx o=V ! ™2 cos 2 dx
. b dux, Inzdr d R
) | araarey D e o mew o [

1.2.2 Changement de variables

Proposition 1.2.1 Soit ¢ :]a,b|—]a, B[ une bijection continument dérivable et soit f :
la, B[— R une fonction continue. Pour que l'intégrale de f sur |o, B] soit convergente il
faut et il suffit que lintégrale de (fop)y' le soit sur la,b| et dans ce cas on a

8 b
/fmﬁszw@wwﬁ
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Exercice 1.2.3 Calculer I = 1+°O Nfgi_l.

Solution 1.2.3
Posons x=1/t,

o dx R | 1
I= L N S
1 v —1 11 /%_1752
t t

= arcsint]y =

SIE

o 1 Lot
=— ——dt = T
1t /L 1 0o V1—1t?
t2
Exercice 1.2.4 Montrer que l’intégrale f0+oo ﬁdt converge et calculer sa valeur.

Solution 1.2.4

En posant ¢t = u? on a

+oo 1 +oo d
dtzz/ _du
0 \/E+t2 0 1+u3

et une décomposition en éléments simple donc I = %\/gﬂ.

1.2.3 Intégration par parties

Théoréme 1.2.1 Soient u, v :|a,b|— R deuz fonctions continument dérivables(€ C')
telles que A = lim, o u(x)v(x) et B = limg_p—u(x)v(x) existent. Si l'une des intégrales
ffu(x)v’(a:)da: ou fab ' (x)v(z)dr est convergente il est est de méme de 'autre et on a

l%@wmwx:B—A—L%mw@mm

Preuve. Le théoreme d’intégration par parties permet d’écrire pour tout z < y €|a, b[:

[ r0g e = 1) - r)gta) — [ 7 0g0

et faisant d’abord tendre y vers b on a

/f@d@ﬁ:B—ﬂ@ﬂ@—/fﬁmwﬁ

De méme en faisant tendre x vers a on obtient le résultat. m

Exemple 1.2.1 Calculer l'intégrale I = 01 }‘f;; dz.

I'= fol<10g r)darctgr = (log x)arctgz)y — fol arctgs g, _ _ fl arctgz ..

x 0 T
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Exercice 1.2.5 Clalculer les intégrales généralisées suivantes

ool 1 1 1
a)/ Edw, b) / i, c) / Inxdx.
72 0 (1+$)2 0
Solution 1.2.5

b) En intégrant par parties on a pour tout x €]0, 1]

T Int Int 11 Uoodt
F — At = | —
(z) /1 ar % [ 1+tL+/$ t1+¢)

- [ln<(1it)> N 1112};

x Inz
—ln2—ln< ) — e — 1N 2.
112) 152
Exercice 1.2.6 Montrer que I,, = 0+°o t"e~tdt est convergente et calculer sa valeur pour

tout n € N.

Solution 1.2.6

Onaly= [ e tdt = 1. et une intégration par parties nous montre que 1,1 = (n+1)1,,
0 g

ce qui donne I,, = n!

Exercice 1.2.7 Soit f une fonction continue de R @ valeurs dans R telle que lim,_, o f(z) =
[ etlim, , o f(z)=1"

1. Ewistence et caleul de ["2(f(t+1) — f(t))dt.

2. Calcul de fj;o(arctan(t + 1) — arctan(t))dt.

Solution 1.2.7 :
1. En notant F(z) = [’ f(t)dt pour z > 0 et en utilisant le théoréme des accroissements
finis, on a

/0 (ft+1) = f@)dt = [F( +1) = F(O)]g = F(e + 1) = F(z) = F(1) = f(e,) = F(1)
ou ¢, €|z, z + 1[. Et en faisant tendre x vers 400 on en déduit que :

LAMU@+U—f®M#:ﬂD—l

et
De maniere analogue, on vérifie que

|Gt - sy =1 - P,

— 00
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et

+o00
/ (ft+1) = f@e)dt=1-1.
2. f(t) = arctant =1 +7, on en déduit que :

/+Oo(arctan(t + 1) — arctanf(t))dt = .

o0

. . ) . +
Exercice 1.2.8 Soit A un nombre complexe. Etudier la nature de ['intégrale fo * e Mdy
en précisant sa valeur en cas de convergence.

Solution 1.2.8
Soit F' la primitive de f définie sur |0, +o00[ par :

T rsiA=0
F(a:)—/o e dt—{ emi\_l S A £0 (1.5)

Pour A =0, on a lim_, , F'(z) = +o0 et I'intégrale diverge.
Pour Re(\) >0, on a :

e)\x v eA:p v eRe()\):p _Re(Ve
@) =[S e 2 S = el = S (= ) o o
et 'intégrale diverge.
Pour Re(\) <0, on a :
6/\90 eRe()\)x
BN = |T|| 400 0

et l'intégrale converge vers —%. Il reste a considérer le cas ou Re(\) = 0, soit le cas ou
A = iy avec y € R*. Dans ce cas l'intégrale diverge puisque la fonction ¢ : x — e™* n’a
pas de limite a l'infini.

1.3 Criteres de convergences

1.3.1 Critere de Cauchy

Théoreme 1.3.1 Soit f :Ja,b] — R une fonction localement intégrable. Alors f: f(t)dt
est convergente si et seulement si elle vérifie la propriété suivante dite de Cauchy :
pour tout € > 0, 3 > 0 tels que pour tous points x,y de |a,b] vérifiant la relation
0<z—a<aetl<y—a<aalors

\/yf(t)dt\ <e
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Preuve. Supposons que fab f(t)dt convergente. donc la fonction G(z f f(t)dt ad-
met une limite finie [ lorsque = tend vers a. soit € > 0 tel que 0 < u — a < «, entraine
| [P f(t)dt —1] < €/2.Si0<z—a<y—a<a,alors [V f(t)dt = fff(t)dt - f:f(t)dt
d’ou

| [Y f@)dt] < | [ f@)dt =1+ | [) f()dt —1] < e/2+ /2=

Supposons maintenant que le critere de Cauchy soit vérifié. Soit x, une suite quel-
conque tendant vers a lorsque n tend vers +oo. La propriété de Cauchy implique que la
suite (G(xy,))nen, o G(zy,) f f(t)dt est de Cauchy. Donc la suite G(x,,) est conver-
gente. Pour terminer la preuve il “suffit simplement de montrer que

b b
/ F()dt =1 ie G(z,) — / F()dt
| ]

Exercice 1.3.1 Soit f : [a,b[— R une fonction localement intégrable. Enoncer le critére
de Cauchy pour l'intégrale généralisée fff(t)dt

1.3.2 Intégrale de fonctions positives

Soit f une fonction numérique positive localement intégrable sur [a, b]. La fonction
x— F(x) = [T f(t)dt est croissante.
La fonctlon F admet une limite finie en b— si et seulement si elle est majorée sur [a, b[ ie
AM > 0 tels que Vz € [a,b[, on a f; f(t)dt < M.

Proposition 1.3.1 Si f est a valeurs positives et si fab f(x)dx converge, alors f;f(:v)d:v >
0.

Dans le cas ot f est continue sur [a, b], I’égalité f: f(z)dx = 0 est réalisée si, et seulement
si, f est identiquement nulle.

Proposition 1.3.2 Soit f une fonction positive localement intégrable sur [a,b[. Alors

ff f(t)dt est convergente si et seulement si IM > 0 : Vz € [a,b],
fax f(&)dt < M et dans ce cas

[Pyt = sup,yoy [7 F(2)dE

On rappelle que si F est croissante de [a, b] dans R elle admet une limite finie en b si, et
seulement si, elle est majorée. Dans le cas ou elle est majorée, on a

lim F'(z) = sup F(z)

z—b z€la,b|

et dans le cas Contraire on a lim, ,;, F(z) = +o0.
Preuve. F(x f f t)dt Si a <z < a' <b, alors comme f >0 [T f(t)dt >0
donc F(z') = [7 f = [T f(t)dt + ffl f)dt > [T f(t)dt = F(x). Donc F est crois-

sante.
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lim, ,, F(x) existe et cette limite est finie si et seulement si F’ est bornée supérieurement.
Par conséquent

J! Flw) = g F(x) = supocyey [ f(2)dt. m

Proposition 1.3.3 Critére de comparaison
Soient f et g deux fonctions numériques positives localement intégrables sur [a, b[ et telles

que f( ) < g(x) alors
1)8i f g(z)dx converge,il en est de méme de f f(z

2)8Si fa f(z)dz diverge il en est de fa g(x

Preuve. En notant F(z) = [ f(t)dt et G(z) = [T g(t)dt pour tout = € [a,b[, on a
F(z) < G(x )pourtoutxe[a b[.

Si I'intégrale de g sur [a, b] est convergente la fonction G est bornée et il en est de méme

de la fonction F'vde sorte que l'intégrale de f sur [a, b] est convergente.

Si U'intégrale de f sur [a, b diverge alors lim, ,, F'(x) = +o0 et lim,_, G(z) = 400 de

sorte que l'intégrale de g sur [a, b est aussi divergente. m

Exercice 1.3.2 Calculer l’intégrale f;roo @dm.

[ =% converge donc f

Solution 1.3.2 Vo > 1, on a 0 < —‘/316‘?’0
aussi d’apres le critere de comparaison.

Y gy

Exercice 1.3.3 Ftudier la convergence de l’intégrale f1+oo Si;‘:%dx.

1.3.3 Criteres d’équivalence

Proposition 1.3.4 Soient f, g deux fonctions positives localement intégrables définies
de |a,b|— R.

Si f est équivalente a g en b, alors les intégrales fab f(t)dt et f g(t)dt sont de méme
nature.

Preuve. Supposons f ~; g ce qui implique g(t) = f(t)(1 + (t)) avec lim;,e(t) = 0.
Comme lim; ,e(t) =0, oo > 0, 0 < b—t < o, on a |e(t)] < 1/2. Ce qui entraine donc

que 1f(t) < g(t) < 3f(¢).

Soient x,y deux éléments de [a,b] tel que 0 <b—y <b—x < on a

1/2/:f(t)dt§ /:g(t)dtg g/:f(t)dt

Supposons que f; f(t)dt soit convergente. D’apres la propriété de Cauchy on a Ve >
0,40 >0 tel quesi0<b—y<b—xz <4, ona

/ " fa) = / "yt < ¢
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Posons f = inf(d,a) Si0O<b—y<b—x <[, ona

\/ t)dt| < = /f dt<ge

donc f g(t)dt vérifie le critere de Cauchy par suite elle converge.

On montre aussi de la méme maniere que si f g(t)dt est convergente alors f f(t)dt est
aussi convergente.
Pour le cas b = +00 on procédera aussi de la méme maniere. m

Exemple 1.3.1 Calculer ["intégrale f1 = m+1)

Au voisinage de linfini on a x(;ﬂ) ~ 12. Or f1 j—‘g converge d’apres le critére de Rie-
dx

\ " ;o +
mann donc d’apres le critere d’équivalence f > converge.
. /1 z(z+1)
Majis par contre on remarque que les deux intégrales n’ont pas la méme valeur. En effet
onaf1 ;lz—l tf =1n2.

Exercice 1.3.4 Montrer que les intégrales suivantes convergent :

| . w/2
a) \/_ e VTt D) / In(1 + sin z)dz.
0 —7/2

Solution 1.3.4

a) Au voisinage de 0 :
Le_v x2+x+1 ~

el i : 1 —Valtr+l
7 NG donc par le critere de comparaison fo 72 dx converge car
-1
e
o <7 converge.
Au voisinage de +oo :

) _ [e’¢) ) . +oo _
Le Fetl < 7 done [* J=e tetldy converge par comparaison car [ e “dx
7z 7z

converge.

b)Au voisinage de —7/2 posons u = = + 7/2.

In(1 +sinz) = In(1 — cosu) = In(u? + o(u?)) ~ 2Inu

Comme [, Inudu converge donc fjﬁ? In(1 + sinz)dx.

Proposition 1.3.5 Soit f : [a,b]— R, b € R une fonction localement intégrable. On
suppose qu’il existe v, v < 1 et un réel | tel que

lim(b —t)7f(t) =

t—b

alors f; f(t)dt converge.
Dans le cas ouy > 1 et | # 0, alors l'intégrale n’existe pas ou est divergente.
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Proposition 1.3.6 Soit f : [a, +00| une fonction localement intégrable. On suppose qu’il
existe v, v > 1 et un réel l tels que

lim £7f(t) = 1.

t—+o00

Alors f:oo f(t)dt est convergente.
+00

Dans le cas oty <1 et 1 # 0 alors Uintégrale [~ n'existe pas.

Exercice 1.3.5 Montrer que ['intégrale converge fj;o et dt.

Solution 1.3.5 :
La fonction étant paire, il suffit d’étudier la convergence en +co. On a pour tout t >

1, t?>tet
T 1 T
F(x) :/ e_tht:/ xe_tgdt+/ ze Vdt
0 0 1

1 x 1
< / ze dt +/ xe tdt < / ze Pdt + 1.
0 1 0

La fonction étant positive, il en résulte que F' est croissante et majorée, elle admet donc
une limite en 4o00.

Exercice 1.3.6 Cualculer l’intégrale de Bertrand

/+oo dx
e 2%(Inz)f

Solution 1.3.6 Soit 5 un réel quelconque.

o = 0 donc d’apres la proposition précédente [ 4z

Sia>1, lim, .,z 2

Pz e z*(Inz)P
converge car 2+ > 1.
. . a+1 . y N . ;s +oo dx
Sia < 1,limy o0 2 .75 = T00 donc d’apres la proposition précédente fe = n2)P

diverge car &+ < 1.

. . +oo (gt .
Sia=1,on [ —%—dr converge si 3 > 1.

dx
z(Inx)p

. +oo
En conclusion [ converge

— a>1 geR
a=1, >1

1.4 Convergence absolue et Semi-convergence

Définition 1.4.1 Soit f une fonction numérique localement intégrable sur un intervalle
de la forme I = [a,b]. On dit que l'intégrale de f sur I est absolument convergente si

lintégrale ff |f(t)|dt est convergente.
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Exercice 1.4.1 Pour a > 1, [ 28Ldt est absolument convergente.

Solution ?7 (|52t| < L) et [ Ldt converge car a > 1 donc [~ S2L4t est absolument
convergente.

Proposition 1.4.1 Soit f : [a,b|—> R une fonction localement intégrable. Si l’intégrale
de f est absolument convergente, alors l’intégrale de f est convergente.

Preuve. Puisque fab | f|dx est convergente, Ve > 0, Ja > 0 tels que
0<b—y<aet<b—2x<aentraine
| J21f@)|de) = [Y|f(#)]dt < e done | [Y f(t)dt| < e.

€ étant quelconque fa f(t)dt converge d’apres le critere de Cauchy. m

Définition 1.4.2 On dit que fff(t)dt est semi-convergente si elle est convergente
sans étre absolument convergente

Exercice 1.4.2 Montrer que les intégrales suivantes sont semi-convergentes :

a)/ Ci)/s_xdx b)/ cos(z?)dx(poser u = 1, c)/ 2% sin(z*)d.
L -1 i

Solution 1.4.2

a) Oowcm = [Siﬁ}+w+l/m%daz

- VT Vale 2 ) a2
Or on a 2% < 1/2%2 Comme [~ —zdx converge donc [ 23Zdx converge. Par suite
f > Cosxdx Pour montrer qu’elle ne converge pas absolument, on peut utiliser I'inégalité

|cosx| > cos? x = 2L Alors

/°°|cosx|d > C’31—1-(3082156115_/”” dt N ¥ cos 2t dt
- VT - 2Vt - 2Vt S 2VE
—_— ——

diverge converge

Donc

* |cosw
/ | |dx est divergente.
s

NZ

Exercice 1.4.3 Montrer que pour 0 < o <1 [’intégrale |,

+00 sint
toz

est semi-convergente.

Solution 1.4.3 : Les intégrales f oo Smt sont convergentes pour « > 0.
Comme pourt > let0<a<1,ona |Smt| > [22L] qui résulte du fait que ¢ > ¢, il suffit

sm t

de montrer que f OO SNt It egt semi convergente.
Soit (zy,)nen+ définie par Vn>1, x, = nm.
Pour n4eql, le changement de variable ¢ = nm + u nous donne

(D7 Sin ¢ T o sinu 1 T 2
t = duy > ———— sin udy = ———
o t 0 NTFu (n+1)m J, (n+1)m

oo [ dt.

. o |3
sutldt = +o00, ce qui entraine la divergence de snt
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Exemple 1.4.1 Ezemple d’intégrale semi-convergente

En faisant une intégration par parties on a :

[:/OOd(COSt)dt:—COSt]TOO_F/J’_OOCOStdt
1 t t 1

t2
—+o0
cost
:—cosl+/ 2 dt
1

or |t < Loet [F4 converge donc [0t dt conwerge parsuite [, <5tdt est
convergente donc I = [~ 22Ldt est convergente.

Montrons dans ce qui suit que I n’est pas absolument convergente. Nous allons montrer
que I ne vérifie pas le critére de Cauchy.

Pour tout k > 0 on a

/ ‘_111 ]dt:/ n dt on pose t =t —km
k t 0 t + k’ﬂ'

™

1 4 2
> — sintdt > —————
_(k—i-l)ﬁ/o — (k+ D)7
donc
/ |—|dt:/ |—|dt+/ |—|dt+...+/ |——|dt
km l km t (k+1)m t (2k+1)m t

_/7r sint dt+/7r sint gt + +/7r sint it
Jo t+km o t+(k+Dr T o t+(2k+2)m
2 2 2 2Ak+1)

St r G or T @kt © @kt

Soite:%,‘v’A>0,E|k:€N,k:7r>Aetona

(2k+2)  : ¢
/ 12000 >
; /

Y

+oo 3
t
]:/ i pr
1 t

1
o

donc

ne vérifie pas le critere de Cauchy.
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1.4.1 Critere d’Abel

Soient f et g deux fonctions numériques définies sur [a, +00[ telles que :
1) [7°° f(t)dt converge.
2) g monotone et bornée c’est a dire il existe L > 0 tel que |g(x)| < L, Vz € [a, +o0]
Alors f:oo f(t)g(t)dt converge.

Proposition 1.4.2 Deuxiéeme formule de la moyenne

Soient f,q : [, B] — R deux fonctions intégrables sur [, 5]. On suppose f décroissante
et positive.

Alors il existe ¢ € [a, 5] tel que

c

B8
/ f(Dg(t)dt = f(a+0) / g(t)dt

ot f(a+0) = limy,, f(t)

Proposition 1.4.3 Critére d’Abel
Soient f,q : |a,+00] — R deuz fonctions localement intégrables. On suppose

1. f est positive, décroissante et tend vers zéro quand t tend vers 400

2. Il existe M € R, M > 0 tel que Yu,v € [a,+0o0],

f:g(t)dt‘ < M.
Alors f:oo f(t)g(t)dt est convergente.

Preuve. Soit € > 0, puisque f(t) tend vers zéro lorsque ¢ tend vers U'infini, il existe A,
quel que soit t > A 0 < f(t) < 7.

Soient u, v tels que A < u < v, d’apres la formule de la moyenne il existe ¢ € [u,v] tel
que [ f(t)g(t)dt = f(u+0) [ g(t)dt donc

| [ osod] = s o] [ g

Sf(u+O)M§%M:e

e étant quelconque donc f:oo f(t)g(t)dt vérifie le critere de Cauchy. m

Exercice 1.4.4 Montrer en utilisant le critére D’Abel que f:oo %dw converge.

1.4.2 Critere de Dirichlet
Proposition 1.4.4 Soit f une fonction localement intégrable sur [A, +o00| telle que :

1. Il existe k > 0, faA f(t)dt’ < kVA € [a,+o0].
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2. g tend vers zéro de fagon monotone quand x — 0.

Alors [ f(t)g(t)dt

Remarque 1.4.1 Le critere de Dirichlet entraine celui d’Abel.

Remarque 1.4.2 - Silim, . f(x) =1 réel non nul ou +00 ou —oo alors f;oo f(t)dt
diverge.
- Silim, o f(z) = 0 ou n'existe pas on ne peut rien dire quant a la nature de l'intégrale.

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1 Ftudier la nature de l’intégrale généralisée
1) f+°° T+ 2— Va2 + 4z + 1)dx

Q)f (Va3 +1—\/x2—|—1)d:v

3) [ ((x + 1) )T — 25 )da

4} f++OO smxd
5)f0 cosxd

xs?nxda:
6)f o (1+zP)
Solutzon 1.5.1 : 1)En multzplmnt par 1’ expresszon conjuguée on a :
r4+2—-—vVat+dr+1= HH\/m ~r oo 29: donc diverge car | mtégmle f0+°° % di-
verge.
2) Vad+1— Va2 +1 = z((1+ 5V — (1 4+ 5)?) ~ui00 —5 Donc Uintégrale est
dwergentel

1 nzx
§)az = =1+ 52+ 0((%)?)
Inz+In(1+1/x)

A 1 In(z+1) _ = z(1+1/2)
De méme on a (x+ 1)s+1 = ¢ =51 ~©

~et =1+ 4 (e

T

Donc (z + 1)#1 — s = O((*22)?) d’ou lintégrale converge.

4)f0+oo Sz gy on a donc deus pomts de singularités 0 et 4+o00.

Au voisinage de zéro S;% ~ wa,l Or fo xa,ldx converge st . — 1 < 1 d’apres le critere

de Riemann. Donc l’intégrale converge au voisinage de zéro si o < 2

.. H “+o00 .
Au voisinage de +oo on a |=FF| < x% Comme | I%dx converge si o > 1 alors

fjoo SINT 1o est aussi convergent pour o > 1.
Pour 0 < a <1 on a quel que soit u et v 6fuv sinxdx| < 2 et la fonction ﬁ est posi-
tive décroissante et tend vers zéro quand n tend vers lUinfini. D’apres le lemme d’Abel

+00 gj
fc 2atdx est convergente.

. C
En concluion : fo sin
+00 i e
Jo 7 22 dr converge si 0 < o < 2.

dx converge si o < 2 et f+oo szdm converge si o« > 0. Donc

Exercice 1.5.2 Déterminer la nature de ['intégrale impropres f0+oo sin

=3

Solution 1.5.2 Pour étudier la convergence de I'intégrale nous allons étudier la convergen
ce des deux intégrales suivantes
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1s.m T +°Osm T
et [,

x3

Au voisinage de zéro on a
in2 N s . L 1
et~ i donc d’apres le critere de Riemann l'intégrale fo

sin?
fE3 IE'

diverge.
in2 N N .

Pour tout = € [1,4o00[ on a 22 < L donc d’apres le critere de comparaison comme
xT x

1 00 gin?
J, = SI’r oot convergente alors f1 ST dx converge.

+o00
Comme la premiere est divergente donc f sin’ z

est divergente.

Exercice 1.5.3 Ftudier la convergence des deux intégrales I = fOW/Q Insinzdx et J =
foﬂ/Q In cos xdx. Calculer I et J.

Solution 1.5.3 :Etude de [

O est le seul point de singularité. Au voisinage de zéro on a sinz ~ x donc Insinz ~ Inx
au voisinage de zéro.

Donc foﬂ/ *Insinzdx est de méme nature que foﬂ/ *Inzdz.

En faisant une une intégration par partie avec

u=lInx, du:ld:z:etdv—dx, v=2xona

fﬂ/2lnxdx—[:plnx]ﬂ/2 7T/2dm:glng+t—tlnt

Lorsque ¢ tend vers 0 ftﬁ/ In zdxr admet une limite finie. Donc foﬂ/ *Inade converge par
suite [ converge.

Pour l'intégrale J faisons le changement de variable
t=f—a,dt=drsiz=0,t=5;2=5t=0J= foﬂ/ancosa:dw = foﬂmlnsmxdw =1
Comme [ converge par suite J converge et on a I = J.

I+J= foﬂ/Q Insin zdz + forﬂ In cos xdx = foﬁ/Q In(sin x cos z)dx

= 0”/2 In(5 sin 2z)dx = fOW/Q(ln sin2x — In 2)dz

Posons ¢ = 2z, dt = 2dx d'ou [ + J = § [ Insintdt — ™22 = [ — TI22 par suite on a

mln2

J=J——
J 2

Exercice 1.5.4 Clalculer les intégrales généralisées

+o0 d +0oo d
A)/ i xdx B)/ €T
0 x° + £C2 + x4+ 1 0 :U3 —+ 1
Solution 1.5.4

A)Nous allons faire une décornposition en élémente simples z° + 22 +x+1 = (x+ 1)(z%+1)
donc le rapport — +;‘3§lj’i$ = = Zgii’ =-1/2
Soit X > 1

/X wdx 1 /X (x+Ddx 1 /X dzx
o B2+ ar+1 2 , a2+1 2, z+1

1 1
= 5(GI(X* +1) = S In2 + arctgX — % —In(X +1)+1n2
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En prenant la limite lorsque X — +oo on a A) = iln 2+ %

Exercice 1.5.5 Soient f,g,h : [1;+00[— Ry des fonctions localement intégrables sur
11, +o0].
Montrer que f;roo v fgh converge.

Solution 1.5.5
On sait que les fonctions f, g et h sont tous positives.
0 < f < max(f. g, h)
0<g < max(f,g,h)
0 < h < max(f,g,h) En faisant le produit membre & membre et en prenant la racine
cubique nous avons directement
0 < /fgh < max(f,g,h) < f+ g+ h. Comme les fonctions f, g et h sont localements
intégrables I'intégrale f1+oo v fgh converge.

Exercice 1.5.6 Fonction I'

1) Montrer que pour tout « €]0, +ool, 'intégrale

T(a) = [,7 o exp(—t) existe.

2) Former une relation de récurrence entre I'(«) et T'(a+ 1) pour a €]0, +00]
3) En déduire T'(n) pour tout n € N

Solution 1.5.6

1)Les deux points de singularités sont 0 et +00 donc il suffit d’étudier la convergence des
deux intégrales f02 o Vexp(—t) et [;"t* exp(—t)

Au voisinage de zéro on a

t*lLexp(—t) ~¢ t* ! donc f02 t*~Lexp(—t) converge si 1 —a < 1ie a > 0.

Au voisinage de +00 on a lim;_, o t2(t*"te™) = 0 comme 2 > 1 alors f;oo t*texp(—t)
converge d’apres une proposition du cours.

Donc I'(«) existe pour tout a > 0.

2)En posant u =t*71, du= (a—1)t* 2 et dv =¢"", v=—e! T'(a) devient

D(a) = [-t*e | + (a — 1) /0+OO 2 exp(—t)dt

=(a—1) /+OO la=b-1 exp(—t)dt = (a — D)'(a — 1)
donc
['a)=(a—1)I'(a—1)

3)prenons o = n donc I'(n) = (n — 1)I'(n) ainsi on obtient I'(n) = (n —1)(n —2) ... (n —
mn=2)n—(m—-1)T1)=mn-1)—car I'(1) = 1.
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dzx

(I 2)" existe-

Exercice 1.5.7 1)Pour quelles valeurs des entiers n et p, l'intégrale f;oo
t-elle.

2) Montrer que l'intégrale f1+°° (%mz#m, 0 # km avec k € 7, existe.

Solution 1.5.7
1) 1¢"cas Si p = 0 'intégrale devient f:oo (h;i;)" qui est divergente car
2°"cas Sip=1. 8011; X > e

-n = 1 alors on a f

—— — [In(Inz)]} = In(In X) qui tend vers +oco lorsque X tend vers

+
+00. Donc l'intégrale fe * m‘f“ ne converge pas.

-Si n > 2 faisons le changement de Varlables x=e

f lnw)” f = 1 " tn -+ k= n(lnx)n ———— + k Donc l'intégrale

LX x(l‘ril_ﬂ;)n = [ W]? — =, lorsque X — +oo donc l'intégrale [ x(lia;)n
converge.

3cas p > 2

Sin =0 alors m = 1 donc l'intégrale f;oo 4z converge d’apres l'intégrale de Riemann
car p > 2.

Si non W tend vers zéro quand n tend vers l'infini. Donc il existe A > e tel que
(ln;a;)” < 1 pour tout z > A > e. Donc quelque soit x > A on a m < xip

1
zP(Inz)"
1
zP(Inz)™

. 7 +o0 N RN .
Donc 'intégrale fe converge d’apres le critere de Riemann.

Donc en conclusion f;roo existe si

+p=1,n>2

p>2 neN.

2)On a deux points de singularités 1 et +0o nous allons donc étudier séparément les deux

intégrales

; _/2 dz
! 1 (x—cosf)va?—1

et

I /+oo dr
S (x —cosf)vVa?—1
Pour la premiere intégrale on a

(r— 1) f(x) = ! !

(x —cosf)v/ax + 1 ” V2(x — cos )

qui converge d’apres une proposition du cours pour tout 6 # km
Pour la deuxeme intégrale on a

1 2
2 2
€T ) =x". = ,1‘22
/@) (x —cosO)Va? -1 22(1—20) /1L

Donc z%f(z) — 1 si  — 400 Donc l'intégrale généralisée I, existe. Par suite I'intégrale
généralisée I converge.



1.5 Exercices 20

Exercice 1.5.8 Ftudier la convergence des intégrales suivantes :

+oo dt
1) fO | sin 7t|1/2(1+¢2)

+00  cost +00  sint
2) fO Vit+sint et fO Vit+sint

Solution 1.5.8
+oo dt o n+1 dt
1) 0 | sin wt[1/2(14+2) ZNZO fn | sint|1/2(142)

_ n+l dt o rl dt
Posons u, = [ [simnt[/2(1 %) Jo [sinnt[172(11 (nt0)%)

1 1

t) = ~
1) |sin7t|2(1+ (n+6)2) " (1+ (n+t)?)]sinmt[1/2

donc intégrable en 0.
f(t) ~—n (1+(n+1t)2)7r1/2 \/11—_]5 donc intégrable en 1 par suite u, existe Vn € N.

Exercice 1.5.9 Déterminer la nature de l'intégrale

+o0 ¢ )
—d b) € R
| e @

Solution 1.5.9 : 0 et +00 sont les deux points de singularités.
Au voisinage de 0T

S
Lhar x‘?*bsgi b<0

Au voisinage de +oo
La :Uaa_b §i b>0
S

Il ya convergence si et seulement si (a4 1)(a —b+ 1) < 0.

Exercice 1.5.10 On cherche a étudier par plusieurs manieres différentes la nature de

Vintégrale I = [ 15t dt
t

a) Etudier la monotonie de la fonction f(t) = 7 sur [1,+ool.
En déduire la nature de I. Enoncer clairement le résultat utilisé. .
4 504 : : 5 : : tsint
b) Retrouver le résultat précédent en faisant une mtegmﬁon par parties sur fo o dt
c¢) Réduire au méme dénominateur l’expression B2t — S0L ot en déduire une troisiéme

t24+1 t
maniere de retrouver le méme résultat.
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Solution 1.5.10

La fonction h(t) = B2F est localement intégrable sur [0, +oo].

La dérivée de la fonction f s’écrit f'(z) = (tQ +1) < 0 sur [1, +o00[. Donc f est décroissante.
De pllus f est positive et tend vers zéro lorsque t tend vers +o0.

Pour tout w,v € [1,400| f sintdt < 2. D’apres le critere d’Abel pour les intégrales

+
généralisées 'intégrale I = [7 L dt converge,

b) Posons u(t) = i, v/(t) = sint donc u/(t) = 4=L5,  v(t) = — cost

2417 #+102>
X tsint —X cos X X (1 —t?)cost
dt = — + ————dt
0o 241 X241 0 (1+1¢2)2

Cette intégrale converge car ‘ a H;)‘;St <a +1t2)

tsint sint __ sint tsmt __ sint sint
c) e T (2R )| 7 2t t(t2+1)
Jo” #2Ltdt converge d’apres le critere d’Abel.
| — %| < % et comme f;roo 4% converge donc f1+°° - t(i;’ﬁfl) con verge d’ou la conver-
gence de [.

Exercice 1.5.11 1) Etudier la convergence de l'intégrale f;oo tiﬁdt et énoncer le critere
de Riemann pour les intégrales généralisées

2) Pour z €]0,1], soit f,(z) = hlalFTj-:C)’ a € R. Etudier suivant les valeurs de « la
convergence de l’intégrale

/01 folz)dz

3) Si o> 0 étudier la nature de fooo e " dx

Solution 1.5.11

0 est le seul point de singularités. Pour tout x €]0,1] f,(x) < 0. f garde donc un signe
constant on peut utiliser le critte d’équivalence. fio(x) ~o 2™ %Inz donc les intégrales
f “Inz et fo fa(z)dz sont de méme natures.

Pour a < 0 f, se prolonge par continuité en 0. donc fol fa(z)dx converge.

Si0 < a<1etsoit 8 €]a, 1] donc 2°g,(z) = 272 Inx 297 0 donc il existe A > 0 tel que
r %lnx < x% pour tout = €]0,1] Comme fol z—gdx converge donc fol x~“Inxdr converge
ce qui entraine fol fo(z)dz converge.

Si @ = 1 par une intégration on montre que [ )1( h“Txdx tend vers l'infini lorsque X tend
vers zéro. D’ou la divergence de fol fa(x)dx

Inz Inz 1 .
Sia>1|f. = L 1+|$) > IH‘(HL) et donc [ fo diverge.
3)Pour tout reel /\ > 0, 2%e " — 0 lorsque x tend vers l'infini. Il existe A > 0 et un

A > 1 tels que Vo > 1, e®" < 4. Comme f;roo 4z converge donc par le théoreme de
Q: T

. +oo _ oo —
comparaison [, e = ot
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Exercice 1.5.12 1) Soit « € R. Montrer que l’intégrale f:oo tlﬁ—’;t, a > 1 converge a
linfini si et seulement si o > 1.

2) Montrer que I = fol Intdt est convergente a [’origine.

3) Soient o, B € R. Montrer que l'intégrale f;oo W tdt est convergente si B > 1 ou si
6 =1c¢eta < —1 et divergente si f < 1 ou si B 1 et a > —1 4) Montrer de la
méme maniére qu’au (3) que l'intégrale foé tP| Int|*dt est convergente si 3 > —1, diverge
si < —1.

Solution 1.5.12
1)) En posant = = Int I'intégrale devient fl;roo z—i qui converge d’apres le critere de Rie-
mann si > 1. D’ou le résultat.
2)
! 1
lim [ Intdt=lim [tInt —t] =—1.
z—0 z

x—0 z

3) a) Supposons [ > 1 et soit v un réel vérifiant § >~ > 1. On a

Y In*t
im = lim " PIn%t=0
t——4o00 8 t——4o00

b) Si 5 > 1, choisisons y € R: f < < 1. On a alors

7' In* ¢
im e im It =0
totoo 1P t—+o00
et la divergence de 'intégrale f2 4t entraine celle de I'intégrale f;oo bt dt.

c) Si f =1, on fait le changement de variable x = Int l'intégrale devient fan x%dzr qui
converge si —a > 1ie a < —1 et diverge si o« > —1.

Exercice 1.5.13 Etudier la convergence des intégrales suivantes

/2 dx
I — =
e / Jcosz o Inz
w/2
13:/ —d:c 142/ cos x In(tan x)dx
0 Aarccosz 0

2)Soient o > B > 0 deux réels positifs. Etudier la convergence de l'intégrale

+oo
](avﬁ):/o d—x

@ 4 28

3) Etudier la convergence de l'intégrale

T cosx
I = ——dx
° /0 241
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4) A) Soit f : R — R une fonction positive et décroissante. Montrer que f0+°o f(x)| sinz|dx
converge si et seulement si f0+°° f(z)dz converge.

B)Soit f : R — R une fonction de classe C', positive et décroissante sur Ry et tendant
vers zéro en +oo. Montrer que f0+°o f(z)sinzdx converge

4) Etudier la convergence des deux intégrales

T ginx T gin g sin
Jl = —dzx JQ =

0 x 0 \/5(1_|_\/E

Exercice 1.5.14 Soit f : [1;+oo[— R, décroissante positive telle que f;roo f converge.
a) Montrer xf(x) — 0 lorsque x — 400
b) Montrer que f;roo z(f(x) — f(x +1))dz converge et calculer sa valeur.

)dx

Exercice 1.5.15 Etudier la convergence et calculer les intégrales suivantes

T gint T cost
”/ e // N
0 1 t

Exercice 1.5.16 FEtudier la nature de l'intégrale généralisée

+00 +oo
1) / (x+2— Va2 +4x + 1)dx, 2) / (Va3 +1— Va2 + 1dx
0 0

BX@!A+m«x+l)41—xiMx,®(A+msmxdx

xO{

T cos 1 T Sin zdx

5 dxr 6 _—
o) [ e [ o

0 gin? gz
23

Exercice 1.5.17 Déterminer la nature de l'intégrale impropres f0+

Exercice 1.5.18 Ftudier la convergence des deux intégrales I = foﬂ/g Insinxdzr et J =
foﬂ/Q Incos zdx. Calculer I et J.

Exercice 1.5.19 1) Déterminer un équivalent de chacune des fonctions suivantes au

point considéré
(32% + 42%)(2x + 5)

3x? 4 7"

() 22 —x—1

r)= ———
g vVr—2
Puis en déduire la nature de [ f(t)dt et f03g(t)dt
2) Etudier la convergence des intégrales suivantes(comparaison)

fx) =

en 0 puis en + oo

en 2

Foeo dt * gint
[:/ . , J:/ T at
L A+ + 145 o L1+t
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— 3t +2
K =
/ 2 — 1) (1 — )32

3) a) Calculer a l'aide d’une intégration par parties l'intégrale f; t*Intdt
b) En déduire la nature de I = fol t*Int pour a € R et sa valeur dans le cas de convergence.
c) Effectuer le changement de variables u = 1 pour transformer fx lncf dt

d) En déduire la nature de J = f;roo tdt pour a € R et sa valeur dans le cas de
coonvergence.
e) Déterminer la nature de K = f (= 1
Trouver o, B, v 0 tels que
1 o
_ e B

t2—1)2 (#-12 t—1 (t+1)2 t+1

Calculer K.
4) Etudier les intégrales suivantes

+00 +00 3
t t
A
0 0 t




