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Introduction

La géométrie différentielle est un domaine tres vaste des amthématiques et dont
le point de départ est I’étude des variétés différentiables, qui forment une classe
d’espaces géométriques réguliers.

Les (sous) variétés dans R™, telles que la sphére

st = {(xl,...,a:”) € R”,an(gﬂ)? - 1}

=1

sont introduites dans les cours de calcul différentiel et intégral. Cependant, leur
définition nécessite 'existence de l'espace ambiant R™.

L’un des objectifs de ce cours est de définir et d’étudier des variétés plus ab-
straites, qui ne sont pas forcément contenues dans un espace plus grand. l'intérét
de cette approche est qu’elle permet une étude intrinseque des variétés, sans de-
voir s’encombrer des données superflues concernant ’espace ambiant. Cette
approche plus abstraite est également plus ardue, car elle nécessite 'utilisation
de définitions plus indirectes que dans R™.

De maniere plus générale, on ne peut esperer obtenir que des coordonnées val-
ables localement sur une variété différentiable. Il faudra disposer de plusieurs
jeux de coordonnées locales afin de pouvoir décrire une variété différentiable
globalement. Des lors, les interactions entre les propriétés locales et globales
constituent un theme récurrent en géométrie difffentielle.

L’utilisation de coordonnées locales sur une variété permettra de généraliser le
calcul différentiel et intégral de R™ & ces espaces plus généraux. Ce premier cours
de géométrie différentielle se focalisera sur les fondements du calcul différentiel
pour les variétés différentiables.

Une fois que les propriétés de base des variétés différentiables sont établies, la
géométrie différentielle permet de se tourner dans d’innombrables directions,
telles que les groupes de Lie, la géométrie riemannienne, symplectique, de con-
tact, la mécanique classique avec ses interactions avec la mécanique quantique.
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Coordonnées sur la sphere S?

Pour décrire la sphere S? C R® de maniére intrinseque, on délaissera les coor-
données 2!, 22, 23 de I'espace ambiant au profit des coordonnées sur la spheére
S?, telles que les coordonnées sphériques (\,6), ot \ est la latitude et 6 la
longitude. On a:

S? = {(x,y,z) eER3 z = cos/\cose,yzcos)\sin9,z=sin/\}.
<A<

avec — et 0 < 6 < 27. Posons

[SIE
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= = <A< = 0<0L .

D {()\,G)GR 2_)\_2,0_9_27r}

L’application h : D — R3 définie par
h(X,0) = (z(X,0),y(X,0),2(),0))
n’est pas injective car:
o V0 € [0,27[,h(—7%,0) = (0,0, —1) pole sud

o V0 € [0,27[,h(F,0) = (0,0, 1) pole nord

Donc la latitude A et la longitude € ne sont pas de bonnes coordonnées globales
sur la sphere S2, c’est-2dire: ces coordonnées ne sont pas bien définies sur toute
la sphere S? notamment & cause de I'indétermination de la longitude 6 aux poles
nord et sud de S2.

Proposition 0.1. La différentielle de l’application différentiable h n’est pas de
rang mazimal égal a 2 partout.

Proof. La matrice jacobienne suivante:

ohxr Opx —sinAcosf —cosAsind
oy Oy | = —sinAsinf  cos Acosf
Orz Opz cos \ 0

est de rang 2 sur D a I'exception des points (—3,0) et (5,6) ou elle est de rang
1. O

En tout autre point, il existe une matrice 2 x 2 inversible et les déterminants
sont respectivement:

e —sin Acos A qui est égal a zéro si A = 0;

e —cos® \cosf qui est égal & zéro si f = 5 37”;

e cos? Asin @ qui est égal & zéro si 6 = 0.



Projection stéréographique

Nous allons essayer de réegler le probleme des poles die a la paramétrisation
globale de la sphere S2. Pour couvrir toute la spheére S2, nous allos introduire
deux systemes de coordonnées. Posons:

Up = {peS?z(p)>-1/2}
Uy = {pes?zp) <—1/2}
R® = {qcR?2(g) =0}

La projection stéréographique a partir du pole sud sur le plan méridien est:

é1:Up — R? ipe d1(p) = (§1,m) = (1_:|E_Z’ 1_?|J_Z)

a_ 1 _m
Notons que =Tz

La projection stéréographique a partir du pole nord sur le plan méridien est:

G2 : Uz = R?: p s ¢o(p) = (o,m2) = (1f2132>

Notons que %2 = liz %2
Chacune des systemes de paramétrisations définis est valide pour plus que la
moitié de la sphere ou U; est sans le pole sud and Us sans le pole nord.

Les systémes de paramétrisations couvrent la sphere, i.e.,

Uy UU, = S2.
Proposition 0.2. L’application composée:

paody iR 5 R (E,m) — (€2,72)

est une bijection différentiable et sa différentielle est de rang mazimal en tout
point.

Proof. A partir de x = (14 2)&, et y = (1 + 2)m1, on a:
1-22 =2 +y% = (1+2)%(& +117)
Ceci implique
L=z =(1+2)(& +n).
Ainsi, on obtient que:

7 &1 1o = m
— y = b
& +n3 &+
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Les changements de coordonnées (£1,11) — (&2,m2) sur UyNUs = {p € S?,-1/2 <
z(p) < 1/2} est défini par

(&1,m) = @20 07" (€1,m) = (g%i—lnf’ 557—71—177%)

w



Cette application ¢9 o ¢f1 est une bijection différentiable et sa différentielle est
de rang maximal en tout point. En effet:

96 08 1
251 gm = >
TZ? TZ? (& +ni)?

O

Dans la suite, nous allons munir un espace topologique M d’une structure
de variété a partir du concept que les coordonnées locales sont attachés a tout
élément de M et que si un point de M est sur deux systres de coordonnées
différents alors le changement de coordonnées doit étre simple. Nous allons
introduire rigoureusement la notion de variété qui généralise celle de surface.

1 Variétés topologiques

Soit M un ensemble d’éléments appelés points et F' un espace vectoriel réel
normé de dimension finie.

1.1 Cartes et coordonnées locales

On munit M d’une topologie en considérant que tout point de M est au moins
dans un ouvert U; de M (recouvrement).

1.1.1 Carte

Definition 1.1. Une carte locale de dimension n en un point p de M est un
couple (U, @), ou

o U est un voisinage ouvert de p dans M,
o ¢ est un homéomorphisme de U sur o(U), ouvert de F.
L’ouvert U est appelé le domaine de la carte locale (U, p) et p(U) son codomaine.

Remark 1.1. Si (U,¢) est une carte locale en p, alors (U, ) est une carte
locale en tout point de U.

Remark 1.2. A partir de la carte locale (U, ) en p, nous pouvons construire
une infinité de cartes locales en p.

Remark 1.3. Un point arbitraire p de M peut étre dans deux ouverts distincts
U, et Uy. Les cartes distinctes correspondantes sont (U, ¢;) et (Ug, k).

Dans la suite de ce cours, ’espace vectoriel noré F' sera R", ainsi donc a
chaque point p de M est associé une carte (U, ¢) telle que ¢(U) est un ouvert
de R™.

Les homéomorphismes ¢; et ¢ étant différent, nous rélions les ouverts ou-
verts ¢;(U;) et @i (Ux) de R™ en introduisant la définition suivante: soit (U;, ¢,)
et (Ug, ¢r) deux cartes locales de dimension n en p. L’application

Yk © (pj_l 20 (U; NUg) = or(U; N U)

est un homéomorphisme d’inverse ¢; o ¢, '



Remark 1.4. Pour se donner une carte locale (U, p) de M il suffit de se don-
ner un ouvert  de R™ et un homéomorphisme 1 de  sur un ouvert de M :
on pose alors U = (Q) et ¢ = =L, Le couple (,1)) est alors appelé une
paramétrisation locale de M.

Definition 1.2. Une carte locale (U, p) est dite centrée en p si de plus p € U
et o(p) = 0.

1.1.2 Coordonnées locales

Soit p; : R — R, (a,...,2") + 2% la projection de R™ sur son i-éme facteur.
On pose:

' =pjop:U—=R.
Definition 1.3. Les fonctions x1,...,z™ sont appelées fonctions coordonnées
(relativement a la carte locale (U, p)) et (xl,...,2") est appelé le systéme de

coordonnées locales. L’ouvert U est alors appelé voisinage coordonnée de p et
2 (p),...,z"(p) sont appelées coordonnées de p (relativement a la carte (U, ).

Definition 1.4. Les coordonnées locales &' d’un point p du domaine d’une carte
(U, ) de M sont les coordonnées du point p(p) de R™.

Remark 1.5. La bijection ¢ assigne a tout point p de U C M le systéme
(xt,...,2"). Réciproquement o~ assigne a chaque n-uplets de nombre réels
un point de U.

Remark 1.6. Dans une carte (U, @) et pour chaque point donnép de U, il y a
unicité de coordonnées: ces coordonnées sont appelées a jouer un roéle analogue
aux coordonnées habituelles dans les espaces vectoriels de dimension finie.

Remark 1.7. Une carte locale (U, ) dépend a la fois du sous-ensemble ouvert
U et de I’homéomorphisme . En changeant l'un ou [l’autre, on change de
systeme de coordonnées. Ainsi, si V' est un ouvert contenu dans U et ) =
elv, alors (V 1) est une nowvelle carte locale bien que les coordonnées d’un
point p1 € V restent les mémes relativement auzr deux cartes locales. Compte
tenu de l’équivalence des normes sur R™ et en composant au besoin avec une
transformation 7 : R™ — R™, on pourra toujours choisir V de telle sorte que
(V) soit une boule ouverte B,.(0) de R™ de rayon r, centrée a l'origine 0 ou
un n-cube C,.(0) de coté r, centré en 0. On obtient ainsi un nouveau systeme
de coordonnées correspondant d la nowvelle carte locale (V, T 0 1)).

1.1.3 Fonctions de transition

Considérons deux cartes locale (Uy, ¢1) et (Us, p2) de M telles que Uy NUs # (.
Notons encore ¢; : i = 1,2, la restruction de ¢; sur Uy NUs, et ;5 = ¢; 0 (pj—l.
Alors

wij (U NU;) = @i (U; N U;)

est un homéomorphisme et on a:

%‘_jl =@ et pi=p;op; sur UpNUs.



Cette derniere égalité signifie encore que si (z7,...,z}) et (z],...,27) sont les
systemes de coordonnées locales sur (U;, ;) et (Uj, ;) respectivement, alors

(mi,,xf) :<pij0(x;,...,x;-’).

Les applications 12 et g1 sont appelés fonctions de transition ou encore ap-
plications de changement de cartes.

1.1.4 Atlas continu

Definition 1.5. Soient M un espace topologique et A = {(U;,p;)}ier une
famille de cartes locales de M. On dit que A est un atlas de M si M = J,c; U;

Definition 1.6. Un atlas continu (de dimension n) sur un ensemble M est une
collection A de bijections:

@i Ui = 0(U;) CR™

entre des ouverts U; de M recouvrant M et des ouvets de R™, telle que pour
tous @y, p; € A, les bijections

piop; ! i (UiNUy) — ¢;(U;NU;)
soient des homéomorphismes entre ouverts de R™.

Si toutes les cartes locales de A4 ont la méme dimension n, on dit que A est
un atlas de dimension n.

1.1.5 Variétés topologiques

Definition 1.7. Une structure de variété topologique sur M, est la donnée
d’un atlas de M. La dimension de la variété topologique n est par définition la
dimension d’un atlas de M, c’est-a-dire la dimension commune des cartes de
cet atlas.

Proposition 1.1. Etant donné un atlas continu A (de dimension n) sur un
ensemble M, il existe une et une seule topologie sur M telle que les bijections
p; € A soient des homéomorphismes entre ouverts de M et ouverts de R™.
Autrement dit, la donnée d’un atlas continu sur un ensemble M définit sur cet
ensemble une structure de variété topologique.

Definition 1.8. Une variété topologique de dimension n est un espace topologique
séparé M qui vérifie la propriété suivante: tout point de M posséde un voisinage
ouvert homéomorphe a un ouvert de R™.

Autrement dit, un espace topologique séparé M est une variété topologique
de dimension n si pour tout p € M, il existe un voisinage ouvert U de p, il
existe un ouvert V' de R", et il existe ¢ : U — V un homéomorphisme de U sur
V. Le couple (U, p) est appelé carte locale de M au point p. Pour tout g € U,
les coordonnées de ¢(q) dans R™ sont les coordonnées de ¢ dans la carte (U, ¢).
Une carte locale est aussi appelée un systeme local de coordonnées.

Une des conséquences immédiates de la définition est que tout point d’une
variété topologique possede un systeme fondamental dénombrable de voisinages
compacts et connexes. En particulier, une variété topologique est localement
compacte. Une étude topologique un peu plus poussée permet par ailleurs de
constater que les trois points suivants sont vérifiés:



1. Une variété topologique connexe est connexe par arcs.
2. Une variété topologique connexe et paracompacte est dénombrable a I'infini.

3. Une variété topologique est métrisable si et seulement si elle est paracom-
pacte.

Pour (1), on pourra considérer p un point de M, C, l'ensemble des points
de M qui peuvent étre joints & p par un chemin continu, et montrer que C,
est un sous ensemble non vide de M qui est a la fois ouvert et fermé dans M.
Pour ce qui est de (2), on associe & tout point p de M un voisinage ouvert
relativement compact U, de p. La variété M étant supposée paracompacte il
existe un recouvrement ouvert localement fini (w;);e; de M qui est plus fin que
le recouvrement (Up)pen- (C’est la définition de la paracompacité...). Si wq
désigne un des w; on pose alors K1 = w1, et on construit par récurrence

K,, = Uwi

i€,

oul,={iel,u;NK,_1 #0},m>2 Enremarquant que pour tout compact
K de M seul un nombre fini des w; rencontre K (c’est une conséquence facile
du caractére localement fini du recouvrement (w;);cr), on voit que pour tout
m > 1, K, est compact. Reste a vérifier que (J,,,~; K est un sous ensemble
non vide de M qui est & la fois ouvert et fermé dans M. (Notons que pour
tout m > 2, K,,_1 C Km) Enfin, (3) est une conséquence facile du théoréme
de Stone (un espace métrique est paracompact) et du théoréeme d’Urysohn (un
espace topologique régulier & base dénombrable est métrisable.)

Remark 1.8. (Invariance topologique de la dimension) Un théoréme célébre de
topologie assure qu’un ouvert de R™ ne peut pas étre homéomorphe a un ouvert
de R™ pour n £ n'. (N.B.: rappelons que ce théoreme est évident dans le cas
des difféomorphismes; mais il est loin de l’étre pour les homéomorphismes!). Il
en résulte que la notion de dimension d’une variété topologique est définie sans
ambiguité: une variété topologique a n dimensions ne peut étre en méme temps
une variété topologique a n' dimensions, avec n # n'.

Example 1.1. Soit 5% = {(z,y,2) € R3, 22 +y? + 22 = 1} muni de la topologie
induite. Soient N = (0,0,1) et S = (0,0,—1) les deux pdles de la sphere.

1. Soit A = (z,y,2) € Uy = S? — {N}. La droite Dy passant part A et N
rencontre le plan (zoy) en un point A’ = (a’,y'). L’équation de la droite

est: ﬁ = )\H avec A € R. On a:
z—0 = MNz—-2a) (1)

y=0 = ANy—-v) (2
z—1 = Xz (3)

L’équation (3) entraine: N = ==L (3'). En injectant (3°) dans (1) et

z
(2), on obtient: &' = A ety = YO pe (37) on a: A —1 = =L
et % = liz. Ainsi: 7/ = o
Uapplication

on:S*—{N} — R?

A T Yy
Aw,y.2) = AEy) = (7 1)

T
11—z

ety = 3 On vérifie facilement que




est continue et bijective, et que:

ol (@ y) = ( 2z 2y’ —1+a” 4 y’Q)
N AT 1+a22+y2 1422 +y? 1422+ y?
est continue. Le couple (Un,on) est une carte de S2.

2. De fagon analogue, on construit une deuxiéme carte sur S2. Soit B =
(z,y,2) € Us = S? — {S}. La droite Dy passant part B et S rencontre
le plan (zoy) en un point B' = (x',y"). L’équation de cette droite est:

BS = BBB’ avec B €R. On a:

x—0 = plx—-12) 4)
y—0 = Bly—y) (5)
z+1 = pz (6)

L’équation (6) entraine: B = L (6'). En injectant (6°) dans (4) et

5), on obtient: g = 261 ety = ¥(8-1)  pe 6), ona: B—1=1 ¢t
B z

B
B=1 _ _1 eie ol T y
3 *1+z'AmSZ'x*1+z

ety = s On montre que 'application:

Lps:SQ—{S} — R?

B s B'(z /:( € Y )

est continue et bijective. Le couple (Us, pg) est aussi une carte de S*.

On a: UyNUg = S? —{N; S} et ox(UnNUs) = R?2—{(0,0)} = ps(UnNUs).
D’ot la fonction de transition est:

psopy (R2—{(0,00} — R*—{(0,0)}
(x1,22) = (y1,92)

ou Y1 = g@xflzg et yo = Iffzz% L’application pg o gpj_\,l est un homéomorphisme.

La construction des applications p et g est appelée projection stéréographique.



2 Structures différentielles sur une variété

La notion de variété topologique nous a permis d’introduire les coordonnées
locales et la continuité. Mais cette notion est insuffisante pour définir la notion

de différentiabilité.

Renforgons la définition d’un atlas continu en exigeant que les changements de
cartes ¢ o<pi_1 soient non seulement des homéomorphismes mais des difféomorphismes
(entre ouverts de R™).

2.1 Atlas de classe C?,q > 1
Definition 2.1. Deux cartes (Uj, ;) et (Ug, i) sur M telle que U; N Uy # 0
sont dites C1-compatible (q > 1) si application de changement de cartes
Pkj = Pk O @;l‘c,’}j(UjﬂUk)
est un C-difféomorphisme entre les ouverts ¢;(U; NUy) et ¢rp(U; NUg) de R™.

Remark 2.1. Remarquons qu’il n’est pas possible de demander que les applica-
tions ; soient différentiables, car cela n’a pas de sens sur un domaine M plus
général que R™. Par contre, cela ne pose aucune difficulté pour application de
changement de cartes cpkOijfl. Lorsque cette application est un difféomorphisme,
on dit que les cartes locales (Uj, ;) et (Uk, pr) sont compatibles.

Definition 2.2. Un atlas de classe C? sur M est une famille A de cartes locales
(Ui, i)icr telle que:

1. les domaines U; des cartes recouvrent M, c’est-a-dire:
U Ui = M;
iel
2. pour toute deuz cartes (U, 1), (Uj, ;) de A avec U;NU; # O sont C?-
compatible.

Remark 2.2. Un atlas de classe CY engendre un atlas de classe CP tel quep < q.

Definition 2.3. Soient 1 < q¢ < oo un entier non négatif et M une variété
topologique. On dit qu’un atlas A = {(U;, ;) }ier de M est de classe C1,1 <
q < 00, sipour tousi et j dans I tels que U;NU; # 0, les fonctions de transition

Yij = @i © (p;l : (,OJ(U2 N Uj) = i (U;N Uj)
sont des difféomorphismes de classe C9.

Definition 2.4. Soient M une variété topologique et A = {(U;, p;) }icr un atlas
de M. On dit que A est de classe C1,1 < q < 0o, si pour tous i et j dans I, les
applications de changement de cartes yp;; sont des difféomorphismes de classe
C7 de ng(Ui n UJ) sur (Pi(Ui N UJ)

Comme pour tous ¢ et j dans I, ¢j;; = <p;j1 il suffit dans la pratique de
vérifier que les applications de changement de cartes sont de classe C1.



Example 2.1. (Atlas de la sphére) Soit la sphére S? définie par:

3

S? = {(a',2?%,2°) e R®: Z(aci)2 =1}

i=1

Considérons Uapplication @1, la projection stéréographique a partir du pole nord
N sur le plan {q € R3 : 23(q) = 0}. Elle est une bijection entre S* — {N} et ce
plan.

Similairement, la projection stéréographique a partir du pole sud S sur le plan
{q € R3 : 23(q) = 0} une bijection entre S*> — {N} et ce plan.

A cause des poéles la sphére ne peut recouverte par une seule carte: un simple
homéomorphisme ¢ ne peut étre utilisé entre S? et le plan.

Sur la sphére S avec la topologie induite par celle de R3, en se referant a
Uintroduction, nous avons que les deux cartes arbitraires (U1, 1) et (Usz, p2)
sont compatibles. L’atlas de la sphére S? est composé au moins de deuz cartes.

Definition 2.5. Une carte (U, ) est compatible ou est admissible avec latlas
A = {(Ui, i) }ier si Vunion {(U, ¢)} U{(U;, @) Yier est encore un atlas; c’est-
a-dire si elle est une carte de l'atlas.

Definition 2.6. Soit A = {(U;, i) }icr un atlas de M. Une carte locale (U, p)
de M est dite C?-compatible (ou admissible) avec A, si pour toute carte locale
(Ui, i) de A telle que UNU; # 0, la fonction de transition

o i (UNUy) — o(UNU;)
est un difféomorphisme de classe C1.

Definition 2.7. Soient M une variété topologique et Ay, As deux atlas de classe
C? sur M. On dit que Ay et Ay sont C1-compatibles (ou équivalent) si A1 U Asg
est encore un atlas de classe C? sur M.

On vérifie facilement que la relation de C9-compatibilité est une relation
d’équivalence sur ’ensemble des atlas de classe C? de M. La réunion des atlas
d’une méme classe d’équivalence est appelée un C?-atlas saturé (ou complet).
Tout atlas de classe C? sur M est alors contenu dans un unique C?-atlas saturé
(remarque simple mais néanmoins importante).

Deux atlas différentiables de dimension n sur M peuvent donner lieu a une
description équivalente de M en coordonnées locales si les cartes locales de
lun sont compatibles avec les cartes locales de 'autre (c’est-a-dire si l'union
de ces atlas est encore un atlas différentiable). De plus, lorsqu’il existe un
atlas différentiable de dimension n sur M, il en existe beaucoup d’autres qui
lui sont équivalents: il suffit de rajouter des cartes locales compatibles ou de
modifier des applications de coordonnées par des difféomorphismes dans R™. 11
est donc important de distinguer un atlas en particulier dans une telle classe
d’équivalence d’atlas.

Definition 2.8. Un atlas différentiable A pour M est dit maximal si il n’est
pas inclus strictement dans un autre atlas différentiable pour M .

Remark 2.3. L’atlas mazimal A associé avec un atlas A est Uatlas composé
de toute les cartes compatibles avec A.
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Clairement, un atlas maximal est unique dans une classe d’équivalence d’atlas.
Il reste & vérifier qu’un tel atlas existe toujours.

Proposition 2.1. Soit A= {(U;, i) }icr un atlas de classe C de M et soit A
Uensemble des cartes locales de M qui sont C?-compatible avec A. Alors:

1. A est un atlas de M de classe C1 contenant A.
2. A est lunique atlas mazximal de classe C? contenant A.

Proof. 11 est évident que A est contenu dans A. Soient maintenant (U, ) et
(V,v) deux éléments de A tels que U NV # . 1l s’agit de montrer que

z/Jogp_lzap(UﬂV)—)lb(UﬂV)

est un difféomorphisme de classe C?. Soit a € UNV. 1l existe une carte (U;, ;)
de A telle que a € U;. Alors sur UNVNU; on a: op™t = (op; M) o(piop™t)
et porp™t = (pop; ) o (piop~t). Ce qui montre que 1o~ et o=t sont
de classe C9. Soient maintenant A un autre atlas de classe C? contenant A, et
(U, @) une carte de A. Si (U;, ;) est une carte de A telle que U; N U # (), alors
oo ;! est un difféomorphisme de classe C9, et donc (U, ) € A par définition

de A. Donc A C A: ceci montre que A est maximal. O

Cette proposition permet de dire que toute atlas de classe C? de M peut étre
considérer comme partie d’'un et d’un seul atlas maximal de classe C9.

2.2 Structure différentielle sur une variété

Definition 2.9. On appelle structure différentielle sur une variété topologique
M la donnée, a équivalence différentiable prés, d’un atlas différentiable de M.

Remark 2.4. Un atlas maximal sur M confére a M une structure différentiable.

En pratique, une structure différentiable sur une variété est définie a partir
d’un atlas représentatif de sa classe d’équivalence (tous les atlas équivalents
définissant la méme structure différentiable sur la variété). La définition d’une
structure différentiable sur une variété suppose que:

1. Les ouverts des cartes locales recouvrent M.

2. Toute deux cartes (U;, ;) et (Uj, ;) telles que U; N U; # 0 sont C4-
compatibles

Avec un changement de coordonnées locales, nous allons expliciter la seconde
hypothese.

2.3 Changement de cartes

Soit p un point de I'intersection U; NU; des domaines de deux cartes (U;, ;) et

(Uj, ¢j). Considérons deux systemes de coordonnées locales. La définition d’un
atlas de classe CY signifie que les coordonnées %, ..., 2™ de p par rapport & un
systeme de coordonnées locale sont des fonctions de classe C¢ des coordonnées

z', ..., z™ de p par rapport & l'autre systeme de coordonnées locale.
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Definition 2.10. Les changements de cartes (U, ;) et (Uj, ;) ou trans-
formation de coordonnées locale du point p est admissible si il existe a CI-
difféomorphisme entre ouverts de R™

pjop; iR = R™: (21,...,2™) = (21, 2™)
c’est-a-dire si les fonctions f7 définissant les transformations
V=t ), = (e ™)

ont des dérivées partielles d’ordre n continues par rapport aux variables z*.

3 Variétés différentiables

3.1 Définitions

Definition 3.1. On appelle variété différentiable la donnée d’une variété topologique
et d’une structure différentiable sur cette variété.

Definition 3.2. Une variété différentiable de classe C* est un espace topologique
munit d’un atlas maximal.

Remark 3.1. La terminologie variété différentielle tend a souligner qu’il ne
s’agit pas d’énoncer une propriété de l'objet appelé variété (comme quand on
dit d’une fonction qu’elle est différentiable), mais de se donner une structure
sur cet objet (comme un espace topologique est un espace muni d’une structure
topologique). Par contre dans le cas des sous-variétés la différentiablilité est
effectivement une propriété de l’objet (puisque la structure est déja imposée par
lespace ambiant).

Nous supposerons désormais que la base de la topologie définie par les do-
maines des cartes est dénombrable; donc nous supposerons que M est séparable.

L’exemple suivant montre que la topologie d’une variété n’est pas généralement
séparée.

Example 3.1. Soit dans R? I’ensemble:
E = {(z,0);2 < 0} U {(2,0); > 0} U {(, 1),2 > 0}.

On peut munir E d’une structure de variété au moyen des deur cartes suivantes:

Up = {(z,0),z € R},¢1(z,0) =z
Uy = {(;E,O),I < O} U {(y71)7y > 0}’902((55’0)) = 07902((yv 1)) =1
On a bien
U,uUs; =E.

Les applications p1 et po sont des homéomorphismes. En effet,
ng(Ul) = ]R, QDQ(UQ) = R, (,02(U1 n Ug) = g01(U1 N UQ) = {1’,£K < 0}
sont des ouverts. Enfin l'application

p1 0 gD;l : (pg(Ul n Ug) — ng(Ul n U2)
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est lidentité
x+— (2,0) — .

Cette application de | — 00,0[—] — 00,0[ est de classe C*°. Donc E est ainsi
munie d’une structure de variété de classe C*.

Cependant la topologie associée n'est pas séparée: les points (0,1) et (0,0),
distincts n’admettent pas de voisinages disjoints. En effet, si U est un ouvert
de E contenant (0,0), on doit avoir ¢1(U NUy) ouvert de R, or (0,0) € UNU;
done p1(UNUy) est un ouvert de R contenant 0, il contient donc un intervalle
de la forme | — a,a avec o > 0, mais alors {(x,0),—a < z < 0} C U; de
méme un ouvert V. de E contenant (0,1) contiendra une partie de la forme
{(z,0),—8 <z <0}. Donc U etV ne peuvent pas étre disjoints.

Par la suite on écartera de tels exemples.

Definition 3.3. Une variété différentiable est un couple d’espace topologique
séparé, de base dénombrable et d’un atlas. Une variété différentiable est une
variété de dimension n si pour chaque point de l’espace il existe une carte locale
admissible (U, p) telle que o(U) C R™.

Notation: Si la dimension est n, la variété (M,,.A) sera notée M, ou
simplement M.

Désormais toute variété sera implicitement supposée séparée. Bien sur séparé
veut dire: séparée pour la topologie canonique. Voici d’ailleurs quelques pro-
priétés de la topologie d’une variété.

Theorem 3.1. Une variété M est un espace topologique localement compact.

Proof. 11 faut montrer que tout point z de M admet un voisinage compact. Soit
x € M et (U, ) une carte en x. L’application ¢ est un homéomorphisme de
U sur ¢(U) qui est un voisinage de ¢(x) dans R™ localement compact. Alors il
existe un compact K de R" tel que p(x) € K C ¢(U). Mais ¢! est continue
et M est séparé, alors ¢~ 1(K) est un voisinage compact de . O

Theorem 3.2. Une variété M est localement conneze

Proof. Soit x € M et (U, ) une carte en . On a: ¢(U) est un voisinage de
¢(z) dans R™ contient un voisinage connexe C de ¢(x). Alors ¢~ (C) est un
voisinage connexe de M contenant x. O

Theorem 3.3. Une variété M est connexe si et seulement si elle est connexe
par arcs.

Proof. On sait connexe par arcs entraine connexe pour un espace topologique.
Supposons réciproquement M connexe au sens topologique. Soit x € M et
Q = {y € M,3 chemin de z a y}. Il faut prouver que Q = M, et pour cela on
va montrer que @ est non vide, ouvert et fermé. Comme z € Q, on a: Q # 0.

e () est ouvert: soit y € @, (U, ) une carte en y, o(U) ouvert dans R™ et
donc il existe € > 0 tel que B(p(y),e) C o(U). Soit z € B(p(y),€). Il ex-
iste une application v : [0, 1] — R™ continue telle que v(0) = p(y),v(1) = 2
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et v([0,1]) € B(p(y),e) (par exemple l'application v(t) = ¢(y) + t(z —
©(y))). L’application

e oy :[0,1] = ¢ (Ble(y),e))

est un chemin joignant y & ¢~1(z). Comme on peut joindre z & y, on
peut finalement joindre x & p~1(2), quel que soit z de B(¢(y),e). Donc
y € Q= ¢ YB(p(y),e)) C Q. Comme ¢ est un homéomorphisme de U
sur o(U), ¢~ (B(¢(y),e)) est un ouvert, donc Q est voisinage de chacun
de ses points.

e () est fermé. Soit y € Q et (U, p) une carte en y. Comme ¢(y) € ¢(U)
ouvert, il existe ¢ tel que B(p(y),e) C p(U), donc o~ (B(p(y),)) C U.
Mais y € @, et ¢ 1(B(p(y),€)) est un ouvert contenant y, donc il existe
z€ QN 1 (B(o(y),e)). Comme p(z) € B(p(y),e), on peut joindre y et
z par un chemin dans M. Mais z € @, on peut donc joindre = et z, et
finalement z et gy, ce qui prouve y € @Q, i.e Q C Q.

Alors @ est ouvert et fermé non vide M. Donc Q = M. O

3.2 Produit de variétés
Soit M™ une variété de classe C? définie par I'atlas

A={(U;,p;),i € I}.
Soit N™ une variété de classe C? définie par 'atlas

A" =A{(Vj ¥3),5 € T}
Definition 3.4. L’atlas produit A x A’ est

{(Us x V05 X bj) i jyerxa}
ou
Ui x Vi = {(@i,y;), % € Us,y; € Vj}
et
i x P Uy x Vj = R™ X R™ : (z,y) = (0i(2),¥;(y)).

Remark 3.2. Des atlas compatibles sur M et des atlas compatibles sur N four-
nissent des atlas produits sur M x N qui sont compatibles. Ainsi, la structure
de variété sur M x N vient des structures des variétés de M et N. En effet, si
nous notons

Wiy =Us x V. Wi; =Uj x V]
alors l’ensemble suivant
Wi MW = (Us x Vi) 1 (U] x V)) = (U0 U)) x (V; N V)
est un ouvert de M x N. De méme, si nous définissons @;; telle que

vij(z,y) = (pi(®),9;(y))
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et analoguement ¢i;(z,y) = (pi(x),V5(y)), alors le C-difféomorphisme de
R™*™ est:

i 0wt = (9h ) o (95 ) = (o 9y ™) x () o).
En effet,
pijowy (@y) = el (@),95 ()

(
(w7 (@), 5 (85 ()
(6 o0y (=), (¥ o by ) ().
Definition 3.5. La variété produit M™ x N™ de deux variétés est la variété

définie a partir du latlas produit de M™ et N™. Sa dimension est la somme de
la dimension de chaque variété.

/
K3

Remark 3.3. Si M est de classe CP et N de classe C? alors M x N est de
classe Cnf(p.9)

3.3 Exemples de variétés

Example 3.2. L’espace R™ est une variété pour latlas formé de la carte unique
(R™, Idgn). Plus généralement, soit f : R™ — R™ une application continue et
1 : R™ x R™ — R™ la projection naturelle sur le premier facteur. Alors le
graphe My = {(z, f(z)) € R™ x R"} de f, muni de la topologie induite par la
topologie usuelle de R™*™ et de Uatlas Ay = {(My,p1|My)}, est une variété
différentiable de dimension m.

Example 3.3. Si M est une variété différentiable de dimension n, avec un
atlas A = {(U;, ¢;),i € I} et U est un ouvert de M, alors U est une variété
différentiable de dimension n avec Uatlas A" = {(U; NU,p;|U; NU),i € I}.

Example 3.4. Les sous-variétés de R™ sont des variétés de facon canonique,
et leur topologie de variété coincide avec la topologie induite par R™.

Example 3.5. L’ensemble de matrices GL(n,R) = {A € Mat,, x,(R),det A #
0} muni de la topologie induite par la topologie usuelle de Maty, x,(R) ~ R”Q,
est une variété différentiable de dimension n?. En effet, GL(n,R) est un ouvert

de R™ puisque c’est limage inverse de 'ouvert Ry par lapplication continue
det : Mat, x,(R) — R.

Example 3.6. Cercle
Example 3.7. Spheére S™

Example 3.8. (Tore) Le 2-tore T = S' x St est le produit de deux variétés S*.
De la méme maniere, le tore de dimension n est le produit de n cercles.

Example 3.9. (Cylindre) Le cylindre S* x R obtenu par la structure variété
produit est une variété de dimension 2. La variété produit S™ x R est appelée
cylindre de dimesion n + 1.

15



3.4 Variétés orientable

Soient (z%) et (y7) deux systeémes de coordonnées d'un ouvert U de M.

Definition 3.6. Une variété différentiable est orientable s’il existe un atlas
{(Ui, pi) Yicr tel que dans un domaine commun de toute deuz cartes les orien-
tations sont les mémes; c’est-a-dire, si:

Notons que les orientations associées avec chaque systeme de coordonnées
(dans un domaine commun) sont opposées si, en tout point du domaine:

D(z%)
D(y)
Definition 3.7. Une variété différentiable est orientable s’il existe un atlas

{(Us, ¢i) Yier tel que le jacobien de toute transformation de coordonnées p; owj_l
est positive en tout point.

< 0.

A partir de la définition, nous déduisons immédiatement:
Proposition 3.1. La variété produit de variétés orientables est orientable.

Proposition 3.2. Tout ouvert d’une variété orientable est une variété ori-
entable.

Example 3.10. La variété S™(n > 1) est orientable.

L’atlas qui a permis de définir la structure de variété différentiable de S™, n’aide
pas en utilisant la définition de l'orientation. Par conséquent, nous allons
choisir un autre atlas.

Considérons les ouverts:

Up={(z, ..., 2" 2" <1} Uy = {(a',..., 2", 2" > 1}

et les poles N = (0,...,0,1) et S =(0,...,0,-1).

Soit 1 la projection stéréographique a partir du péle nord sur le plan d’équation
2"t =0.

Soit po la projection stéréographique a partir du pole sud sur le plan d’équation
"t =0.

Soit ¥ la symmétrie par rapport au plan d’équation ' = 0.
L’atlas comprenant les cartes (U, 1) et Uz, o pa est en concordance avec la
définition. En effet, la transformation

(owa)opit =1o(paopr?)

est la composition d’une inversion (application dont le jacobien est toujours

négatif ) avec une symétrie par rapport a un plan. Ainsi, elle est un difféomorphisme

avec un jacobien positif. Par conséquent la sphére S™ est orientable.

Example 3.11. Toutes tores ou cylindre est orientable. C’est une conséquence
de la proposition précédente et le fait que S™ et R™ sont orientables.
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Pour prouver qu’une variété n’est pas orientable, il est facile de considérer
la proposition suivante:

Proposition 3.3. Pour qu’une variété différentiable M soit orientable il est
nécessaire, pour toute paire de cartes connectées (U, ) e (V,1), le jacobien de
Yoyt doit avoir un signe constant sur (U NV).

Example 3.12. Le ruban de Mobius n’est pas une variété orientable.
En effet dans R?, considérons le ruban défini par exemple par:

{(z',2%) e R?: |2!| < 4}.

Une relation d’équivalence peut étre définie par:

(x’l,xa) = (:171,1:2) & [:c'l =a' et 2?%= IZ]

ou

(", 2?) = @Y 2?) e [lat -2t =7 et 2% =—-2?.

Un ruban de Mobius est diagrammaticalement reprérenté par un ruban twisté de
longueur 8 (par exemple) et les parties extréme sont supperposées et colés pour
une longueur 1 (par exemple).
Pour définir une variété différentiable, on choisit, par exemple, des cartes dont
les domaines sont:

Uy = {(@',2%): —4<a2' <1,2° €R}

Uy = {(=',2?):-1<2' <4,2% € R}.
Nous choisissons la projection canonique comme un homéomorphisme, plus
précisement sa restriction py a l'ensemble des x' €] — 4,1[ et sa restriction

p2 @ Uensemble des x €] — 1,4].
Toute changement de coordonnées pgl o p1, sur le domaine d’intersection

U nNnUy = {($l,$2) 1< 1’1 < 1,%2 € R}
est tel que
2= gl g2 = g2
mais apres un complete trip round le ruban, il est
V=247 2% =22
Nous voyona que le signe du jacobien n’est pas constant et ainsi le ruban de
Mobius n’est pas orientable.

4 Applications différentiables entre variétés

Nous allons introduire la notion d’application de classe C? entre variétés différentiable
a partir de la notion de carte.

17



4.1 Généralités sur les applications différentiables

Soient M™, N™ des variétés de classe CP, f une application continue de M™ sur
N™ et x un point de M™.

4.1.1 Applications différentiables entre variétés

Definition 4.1. Soient M et N deuz variétés différentielles de classes CP telles
que dim M =m et dim N = n. Soit x un point de M. Une application continue
de M sur N est de classe C%(q < p) au point & de M si pour chaque carte (U, )
telle que x € U et chaque carte (V,1) telle que y = f(x) € V, Uapplication
appelée représentation locale de f

fow i =vofop tipUnfY(V)) CcR™—R"
est de classe C1.
Une application de classe C? entre variétés est aussi appelée CI-morphisme.
Dans un systeme de coordonnées, la définition précédente donne ce qui suit:

Definition 4.2. Soient z',..., 2™ les coordonnées locales de x dans (U, p) et
yl, .. y" les coordonnées locales de y = f(z) dans (V,v). Une application
continue de M sur N est de classe C? au point x de M si les n coordonnées
locales y* du point y = f(x) sont dans un voisinage de x les n fonctions de
classe C4

y'=rf@) j=1,....m
des m coordonnées z* de x.

Remark 4.1. La continuité entre espace topologique est présupposée; donc en
particulier l’ensemble U N f=1(V') est un ouvert.

Remark 4.2. Notons que la représentation locale f,, est définie seulement sur
une partie de p(U). En effet:

(zt,...,2™) € o(U)
fle™ . .. ,a™) eV = ! ., a™) e f7HY(V)
et o : U = o(U) étant une bijection, on a:
(..., 2™) € o(UnN f7H(V)).

Definition 4.3. Une application f de M™ sur N™ est une application de classe
C? de M™ sur N™ si, pour tout x dans M™, toute carte (admissible) (V,¢) sur
N™ est associée une carte (U, ) de M™ telle que x € U, f(x) € f(U) CV et
ausst

fow o fop™tiplU)CR™—R"
est de classe C1.

Definition 4.4. Soient M et N deuz variétés différentiables de dimension m
et n respectivement. On dit qu’une application f : M — N est différentiable
si f est continue et si pour toute carte (U, @) de M et toute carte (V,v) de N
telles que f(U) C V, la composition

1/;ofog071:ga(U)CRmﬁ¢(V)CR"

est différentiable de classe C*°.
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Avec cette définition, toutes les applications de coordonnées d’ une variété différentiable
deviennent différentiables.

Cette définition permet de comprendre I'importance de la condition de différentiabilité
pour les applications de changement de cartes ¢; op; ! dans la définition d’atlas
différentiable. En effet, étant donné une application continue f : M — N, si

(U, @) et (V,4)) sont des cartes de M et N respectivement telles que f(U) C V et

si (U, ¢") et (V',9)') sont d’autres cartes de M et N avec UNU’ # () satisfaisant
également f(U’) C V', alors on a:

Pofo Tt =@ o oo fop o (poy .

1 1

ne le sera
=1 sont

Par conséquent, si ¢ o f o ™+ est différentiable, alors ¢’ o f o ¢/~
aussi que si les applications de changement de cartes ¥’ oy~ ! et po ¢
différentiable également.

Notation: L’ensemble des applications de classe C? entre les variétés M"™ et N™
est noté C1(M™; N™). L’ensemble des applications différentiables (comprendre
de classe C*) entre les variétés M™ et N™ est noté C>°(M™; N™).

Proposition 4.1. Une application f de M™ sur N™ est une application de
classe C? si et seulement si pour chaque x de M™ il existe une carte (U, p)
avec x € U et une carte (V,¥) avec f(x) € V tel que f(U) C V et foy €
Co(p(U); R").

De maniére générale, on ne peut définir d’applications entre variétés plus régulieres
que les variétés elles-mémes: applications continues entre variétés topologiques,
de classe C? entre variétés de classes C4, analytiques entre variétés analytiques
et holomorphes entre variétés complexes.

La proposition suivante suivante donne un critére pratique pour montrer
qu’une application entre deux variétés est différentiable:

Proposition 4.2. Soient M, N deuz variétés différentiables et f : M — N une
application continue. Si {U;, @;} et {Vj,wf} sont des atlas pour M et N tels
que pour tout 1,7 l'application ;o f o ¢~ est différentiable sur son domaine
de définition, alors f est différentiable.

Proof. Soit x € M et (U, ¢) une carte de M contenant z et (V1)) une carte de
N contenant f(z). Considérons 'ouvert U = f~1(V)NU. Puisque f(U) C V,
les cartes (U, p|g) et (V,4) conviennent. O

Proposition 4.3. Soient M, N deuz variétés différentiables de dimension m,n
respectivement et M x N la variété différentiable produit de dimension m + n.
Les projections canoniques sont des applications différentiables entre la variété
différentiable produit M x N sur les variétés M et N respectivement.

Proof. Considérons la projection canonique
p:M™x N — M™.

11 suffit de prouver qu'’il existe une carte (U x V,p x ¢) sur M™ x N™ en
chaque (z,y) € M™ x N™ et une carte (U’,¢’) sur M™ en = = p(z,y) tel
que p(U x V) C U et ¢' opo(p x 1)~ est une application de classe C* de
(p x )(U x V) sur R™.
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Soient (U x V, ¢ x 1)) une carte en (z,y) sur la variété produit et (U, ) la carte
correspondante sur M"™ en z. On a:

p(UxV)=U.
L’application suivante:
gpopo((pxw)_lz — R™
(@,0) =(xpyt (¢ 1(a), 71 (D) =p ¢ @) =y a

est de classe C*°. O

4.1.2 Propriétés des applications différentiables

Proposition 4.4. Soient M, M’ et M" des variétés différentiables. Soient
feCyM;M) etgeClM;M"). Alors go f € C{(M;M").

Proof. Soient x € M,y = f(z) € M’ et z=g(f(x)) € M".

e D’une part, par hypothese, il existe une carte (U’,¢’) sur M’ en y et une
carte (U, ¢") sur M" en z telle que:

gU) CU” et @"ogoyg ™t €Ci('(U);¢"(U"))
e D’autre part, pour une carte arbitraire (U, ¢) sur M en x on a:
fFU)CU et ¢ofop™t el pUnfH{U")):¢'(U).
Mais la composition d’applications de classe CY:

" o(goflop = (¢"ogopo(pofop™)

est de classe CY.
Par conséquent, pour chaque x de M, il existe une carte (U N f=1(U’), ) sur
M en z et une carte (U”, ") sur M" en z telle que

(goIU)CM" et @"ogofop ™t eCUpUn fHU)):"(U")).
En conclusion g o f est une application de classe C? de M sur M". O

Proposition 4.5. Soient M, N et P des variété différentiables de dimensions
m,n et r respectivement. Soient p1 la projection canonique de M X N sur M
et p2 la projection canonique de M x N sur N. L’application

f:P—>MxN
est de classe C? si et seulement si les fonctions coordonnées
prof:P—-M pyof:P—N

sont de classe C9.
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Proof. La condition nécessaire est vérifiée. En effet, puisque p; et ps de classe
C? et f aussi, alors p; o f et py o f sont de classe C9.

Montrons la condition suffisante. Supposons p; o f et pyo f sont des applications
classe C? de P sur M et sur N. Soient

ZGP,f(Z)EMXN,(plof)(Z):.’L',(pgof)(z)Zy.

e L’application p; o f est de classe C? implique qu’il existe une carte (W7y, 61)
en z et une carte (U, ) en x telle que

(prof)(W1) CU et go(piof)obteCi(Br(Wi);R™).

e L’application pyo f est de classe C? implique qu’il existe une carte (Wa, 02)
en z et une carte (V,v) en y telle que

(P20 f)(W2) CV et do(prof)oby’ €Clf2(Wa);R™)

Soit la restriction
W:W10W2 9:91|W

Pour prouver que f est une application de classe CY, il est suffisant de noter
qu’il existe une carte (W,0) en z et une carte (U x V, ¢ x ¢) en (z,y) = ((p1 ©
)(2), (p2 0 f)(2)) telle que

FW) C (prof)(W)x (peof)(W)CUxVet(pxip)ofod el (g(W);R™™).
Cette derniere application
(pxp)ofod ™ =(poprofobd™)x (Wopyofod™)
est de classe C9.
e En effet, (pop; o fof71) est de classe C4. On a que:
po(prof)obr! €ClO(W1);R™)
et
popiofolt=po(piof)odito(Biod™)
est de classe C9.
e De la méme maniere pour 1 opg o fo @71,
Et la proposition est prouvée. O

Proposition 4.6. Une application f : M™ — N est de classe C? si et seule-
ment si il existe un recouvrement ouvert (U;);cr de M™ tel que f|y, est de classe
C? pour tout i € I.
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4.2 Applications différentiables particulieres
4.2.1 Difféomorphisme et difféomorphisme local

Les difféomorphismes jouent en géométrie différentielle le méme réle que les
homéomorphismes en topologie ou les isomorphismes en algebre: ils permettent
d’interchanger deux variétés différentielles.

Definition 4.5. Une application f : M — N est un C? difféomorphisme s’il
existe une application g : N — M de classe C? telle que

fogZIdN et gOfZIdM

Comme conséquence les deux variétés différentielles M et N sont de méme
dimensions et de méme classe C9.

Definition 4.6. Soient M et N deux variétés différentiables de méme dimen-
sion. Une application f de M sur N est un C? difféomorphisme de M sur N si
[ est une bijection de C1(M;N) et f~1 € CY(N; M).

Definition 4.7. Soient M et N deux variétés différentiables. Une application
f: M — N est un difféomorphisme si f est bijective et si f et f~' sont
différentiables.

Si les variétés M et N sont difféomorphes, alors elles sont homéomorphes et
dim M = dim N. De plus, 'image par le difféomorphisme de I’atlas maximal de
M est un atlas maximal pour N, compatible avec I’atlas maximal définissant la
structure de variété différentiable sur N. Par conséquent, les atlas maximaux
de M et N se correspondent via le difféomorphisme. C’est pour cela que des
variétés différentiables difféomorphes considérées comme équivalentes.

Nous venons de voir que deux variétés différentiables difféomorphes sont homéomorphes.
Inversement, deux variétés différentiables homéomorphes sont-elles nécessairement
difféomorphes ? En d’autres termes, un espace topologique admet-il au plus une
structure de variété différentiable modulo difféomorphisme ? Les résultats suiv-

ants montrent que la réponse a ces questions est négative.

Theorem 4.1. (Milnor, 1956) La sphére S, munie de la topologie induite par
la topologie de usuelle de RS, admet 28 structures de variétés différentiables deuz
a deuz non difféomorphes.

Theorem 4.2. (Donaldson, 1983) R*, muni de sa topoligie usuelle, admet des
structures différentiables exotiques.

Ces exemples montrent qu’il faut se montrer prudent et qu’il faut spécifier la
structue différentiable utilisée sur un espace topologique. En pratique, cepen-
dant, on utilise la notation M pour les variétés plutdt que la notation (M, .A).

Les structures différentiables utilisées ne sont généralement spécifiées que lorsqu’elles
different des structures les plus naturelles (comme la strucutre différentielle sur

S7 que nous avons décrite au moyen des projections stéréographiques).

Notation: L’ensemble des C? difféomorphisme de M sur N est noté par DiffY(M; N).
L’ensemble des C* difféomorphisme de M sur N est noté par Diff (M; N).

Proposition 4.7. Si M est une variété différentiable alors Diff (M; N) est un
groupe par rapport a la lot composition des applications.
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Proof. O

Definition 4.8. Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m.
Une application f de M sur N est un difféeomorphisme local en un point x de
M sile rang de f en x est égal a m. Elle est un difféomorphisme local sur M
si elle est un difféomorphisme local en tout point de M.

Proposition 4.8. Une application de classe C4 de M sur N est un C9 difféomorphisme
si et seulement si elle est bijective et est un difféomorphisme local sur M.

Proposition 4.9. Une bijection de M sur N est un difféomorphisme de M sur
N si et seulement si en coordonnées locales x*, les m fonctions différentiables
fi(x),i=1,...,m qui définissent f ont un jacobien non nul.

4.2.2 Immersions, submersions et plongements

Definition 4.9. Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m et
n respectivement. Une application différentiable f : M — N est une immersion
en un point x de M si le rang de f est égal a la dimension de M. Elle est une
immersion de M sur N si elle est une immersion en tout point de M.

Remark 4.3. II est nécessaire que m < n.

Definition 4.10. Soient M et N deux variétés différentiables de dimension
m et n respectivement. Une application différentiable f : M — N est une
submersion en un point x de M si le rang de f est égal a la dimension de N.
Elle est une submersion de M sur N si elle est une submersion en tout point

de M.
Remark 4.4. Il est nécessaire que m > n.

Definition 4.11. Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m
et n respectivement. Une application différentiable f : M — N est un plonge-
ment de M sur N si elle est une immersion injective et un homéomorphisme
de N sur f(M) (pour la topologie induite).

Proposition 4.10. Si f : M™ — N™ est une immersion (respectivement sub-
mersion) en un point © de M, alors il existe une carte (U, ) de M contenant
x et une carte (V,v) telle que f(U) CV et

¢ofo<p71:<p(U) - R"
(z,...,2™) = (2},...,2™,0,...,0)
(respectivement  (z!,...,2™) — (z',...,2™),n >m).

Proposition 4.11. Si f : M™ — N™ est une application de classe C? de rang
constant r sur M, alors pour chaque x de M, il existe une carte (U, ) de M
contenant x et une carte (V,) de N telle que f(U) CV et

Ypofopl:iplU) — R
(', ..., 2™) — (2} ...,2",0,...,0).

Pour la preuve des deux propositions précédentes, on utilise le théoréeme du
rang constant.
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Proposition 4.12. Si f est un plongement de M™ sur N™ alors l’ensemble
f(M) est munit d’une structure de variété différentiable (induit par le plonge-
ment).

Proof. Si {(Ui,p:)icr} est un atlas de M™ alors montrons que {(f(U;),¢; o
fYier} est un atlas de f(M™).

Tout point f(xz) de f(U;) correspondant & = € U; a un voisinage qui est
homéomorphe & un ouvert de R™; et les ouvert f(U;);c; couvrent f(M™);
par ailleurs 'image de tout x € U; N U; est un point f(z) € f(U;) N f(U;).
L’application

(piof™)o(pjof H7!
est un difféomorphisme entre les ouverts ¢;(U;) et ¢;(U;) de R™ parce que
(piof olpjof ) =(piof No(fop;!)=piop;!

et que (U;p;) et (Uj, ¢;) sont des cartes de l'atlas de M™. O

4.3 Pull-back d’une fonction

Soient M™ et N™ des variétés différentiables.

4.3.1 Fonctions différentiables sur une variété
Soit gM™ — R : z — g(x) une fonction sur M™.

Definition 4.12. Une fonction g sur M™ est de classe C9 en un point x de
M™ si il existe une carte (U, @) contenant x telle que

gop 1:R™ SR

est une fonction de classe C sur louvert (U) de R™.
Cette fonction g o ¢~ ! est appelée fonction g exprimée par rapport aux coor-
données locales ou fonction g lue sur la carte.

Definition 4.13. Soit (M™, A) le couple d’une variété différentielle M de
classe Ck(l < k < +00) de dimension m et d’un atlas A sur M. Une fonc-
tion g : M — R est de classe C1,q < k sur M si pour toute carte locale (Uy, p;)
la fonction g; = g o 90;1 :0i(U;) = R est de classe C9 comme fonction définie
sur ouvert ¢;(U;) C R™.

Remark 4.5. Cette définition ne dépend pas du choix d’un atlas dans une classe
d’atlas deuz & deux compatibles. A cet effet considérons un atlas A" = (Uj, ¢;)
compatible avec A. Soient x € U; NU; et V, C U;, un voisinage ouvert de x.
Etant donnée la fonction gi=go (pj_l 19 (Ve) = R nous avons

gi=gow; = (giop;)ow;.

Par définitions, g; est de classe C4, apfl et apjfl de classe C*, par suite g; est de
classe C1(q < k) ce qui montre que la définition est bien consistante.

Proposition 4.13. Une fonction g de classe C? dans un systéme de coordonnée
local est automatiquement de classe C1 dans tout autre systére de coordonnée
admissible.
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Definition 4.14. Une fonction g est de classe C4 sur M™ si elle est de classe
C? en tout point de M™.

Nous noterons C?(M,R) ou simplement C?(M) I'espace des fonctions de
classe C? sur M.

Example 4.1. Soit (Uy, pa) une carte locale sur une variété différentielle M
de dimension m et de classe C4. ¢, est une application vectorielle sur M a
valeurs dans R™. Pour x € Uy, C M, on a:

valx) = (2f,...,250) € R™.

La i-éme fonction coordonnée x; : U, — R envoie le point x € U, sur la i-éme
coordonnée x$ du vecteur pq(x) dans R. Si m; est la i-éme projection de R™
sur R, alors nous avons

o -1
T 1= T; 0 P, .

La projection m; étant une forme linéaire sur R™, est de classe C*°. Par
conséquent, la fonction coordonnée x; est de classe C1. Les fonctions coor-
données, sur une variété différentiable M sont de méme classe que la variété.

4.3.2 Pull back d’une fonction

Definition 4.15. Soient f une application différentiable de M sur N et h une
fonction différentiable sur N. Le pull-back de la fonction h par f est

f*h="hof.
L’application f* est aussi définie par
C*(N;R) — C*=(M;R)
h —  f*h.

Par conséquent, a partir d’une application f : M — N nous avons contruit une
application induite

ffiC®(N;R) — C*®(M;R). (1)

L’application f* est parfois applée le dual de I'application f : M — N. Si
h € C*°(N;R), la fonction f*h dans C*°(M;R) est couramment appelée le pull-
back de h par f, ou de fagon trés impropre image réciproque de h.

Proposition 4.14. Soit f une application différentiable de M sur N. Alors f*
est un homomorphisme d’algébres. De plus si fi : M — Ny et fo : Ny — Ny
sont de classe C*° sur M et Ny, alors f = fa o f1 est de classe C*° sur M et

ff=(fao i) =fiofs.

Proof. Soient ¢ et ¢ dans C*°(N;R) alors nous avons, pour f : M — N, de
classe C*° sur M et x € M,

o)) = ((py)of)
= (p¥)(f(2)
= (fo)@)(f)(@) = () (f*¥) (@)



La R-linéarité de f* sur C*(NV;R) est encore plus immédiate.
Soit I’application M — N; — N composée de deux applications fi et fo de
classe C*°. Alors pour ¢ € C*(N3;R), nous avons pour f = fao fret z € M

(o)) = ((fao f1)"¥)(x)
= ¢((f20 fi)(x))
= e(f2(f1(2)))
= [ o f2)el(2).

Ainsi (f20 f1)" = fi o . 0

4.3.3 Dérivée partielle d’une fonction

Definition 4.16. Soit f une fonction différentiable sur une variété différentielle
M. On appelle dérivée partielle premiére de f au point x du domaine U, de la
carte locale (U, pa) la fonction définie sur U, par

o —1
;i(w)zlx(fowgﬁwa@ﬂ::Qgéggij(wa@gy

?

Tout changement différentiable de coordonnées locales sur M se traduit dans
les dérivées partielles par la formule de dérivation des fonctions composées ou
la regle de la chaine. Plus précisement on a:

Proposition 4.15. Soient (U, @a) et (Ug,pp) deux cartes locales sur une
variété différentielle (M, A) de dimension n telles que U, NUg # 0. Pour
xz,y € Uy NUg, posons

Palr) = (27,...,20) et op(y) = (W15 Yn)-

Supposons de plus que y = (gogl 0 o) (x) sur Uy, NUg. Alors Alors nous avons
pour une fonction f différentiable sur U, N Ug

of 5~ 0f oy}

oz aiyjﬂ ' oz

Jj=1
ot les x et yzﬁ sont les i-emes fonctions coordonnées de x et y respectivement.

Example 4.2. Soit (x,y) le systéeme de coordonnés cartésiennes sur R%. Soit
(r,0) les coordonnées polaires. Sur l'ouvert |0, 4+00[x]0,27[ on opére le change-
ment de coordonnées

x=rcosf y=rsinb.

Si f est une fonction de (x,y) alors on a:

of _ 0fox ofoy _  ,Of . ,Of
5. = aJcar+8yarfcos@aachsmGay
of _ 0fox ai@——rsineai+r0080g
90 — 0z o0  dyoo ox dy’
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5 Sous-variétés

5.1 Sous-variétés de R"
Pour m < n, I'inclusion canonique R™ C R"™ sera notée
(1, ., xm) — (T1,.. ., Tm,0,...,0).

Definition 5.1. Soit V une partie de R™, on dit que V est une sous-variété de
R"™, de dimension m de calsse C%, si pour tout x de V, il existe un ouvert U,
de R™, contenant x, un difféomorphisme f de classe C? de U, sur son image
f(U,) owvert de R™, tel que

fU,NV)=f(U,) NR™.
L’entier n — m est alors appelé la codimension de V.

Proposition 5.1. Soient U un ouvert de R™, f : U C R™ — R™ une application
de classe C%, y un point de R™ et V = f~1(y). Si f est une submersion en tout
point de V', alors V' est une sous-variété de R™ de dimension n — m.

Proof. Soit x un point de V. Alors par le théoréme des submersions, ils existent
un ouvert U, (de U) contenant z, un ouvert U, de R™ x R™™™ contenant y et
un C? difféomorphisme

g: Uy = Uy 2" — g(2))
tel que pour chaque z’ de U,
[T(9=") = fa)

ou [] est la projection canonique de R™ x R™~" sur R™.
Nous avons | suite suivante pour tout z’

?elU,NV & [2eU,eta’ €V]

& (2 eUyet f(a') =y

& [ eUet [Jlo) =

& |2 eUsetg(a)e {}XR”‘m=y}
et ainsi

9(U= (V) = g(U) N ({y} x R™).

Par la définition d’une sous-variété, on a: V est une sous-variété de R™ de
dimension n — m. O

Par la proposition précédente, on peut déduire une autre tres utile en pratique.
Proposition 5.2. Soient f': U C R" — R m fonctions de classe C? et
V={z=(21,...,2,) ER": fi(21,...,2,) =0,Vi € [1,...,m]}.

Si pour tout point x de V le rang de la matrice jacobienne

(gi) 1<i<m1<j<n
J

est m <n, alors V est une sous-variété de R"™ de dimension n —m.
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Proof. Nous rappelons que f est une submersion en x ssi sa matrice jacobienne
en x est de rang m. La proposition vient de la proposition précédente ou f est
définie par les éléments de R™:

f(xl,“';xn): (fl(mla"'axn)a"'vfm(xla"'vxn))

et le point y is (0,...,0) € R™. O

Example 5.1. Une ellipse est un sous-ensemble de R® de dimension 1. En
effet, considérons l’ellipse

22 2
V:{(I,y,z)eR?’:;—beQ—IZO,z:O}.

La matrice jacobienne suivante:

0 0 1
est de rang 2 en chaque point V. Ainsi V est une sous-variété de R® de dimen-
sion 1.

Un cas spécial de la proposition précédente est le suivant:

Proposition 5.3. Soient f: U C R™ — R une fonction de classe C? et
V ={z eR", f(z) =0}.

Si pour tout x de V' une des dérivées partielles de [ est non nulle (gradient de
f non nul), alors V' est une sous-variétés de R™ de dimension n — 1.
Example 5.2. L’hyperbolide a une nappe d’équation

22y 2

f(xvy’z)zﬁ'i‘bj—cj—l:(), Ya,b,c € R

est une sous-variété de R® de dimension 1. En effet, f est de classe C*®° sur R3

et gradf = (i—g, ?)—32’, fi—;‘) est non nul en tout point de I’hyperbolide.
Example 5.3. Par la proposition précédente, on a:

1. La sphére d’équation z2 + 3% + 22 —r2 = 0;

2. Dellipsoide d’équation %j + ‘%; + %; —-1=0;

3. Uhyperboloide a deux nappes d’équation z—; — Zé—z - %5 -1=0;

4. le paraboloide elleptique d’équation z = i—z + 15—2
5. et le paraboloide hyperbolique d’équation z = i—z + z—j

sont des sous-variétés de R® de dimension 2.
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Example 5.4. Le cone d’équation 2> = z2 + y> n'est pas une sous-variété de

R3. L’origine est un point de singularité. Il est nécessaire d’enlever l'origine
(singularité) pour obtenir une variété. Dans ce cas, gradf = (2x,2y, —2z) est
différent de 0 sur 'ouvert R3 — {0} et ainsi la proposition précédente est appli-
cable.

Une autre proposition intéressante qui conduit a l’existence des sous-variétés

de R™.
Proposition 5.4. Si f: U C R™ — R" est une immersion injective, si f~1 :
V = f(U) = U est une application continue, alors V est une sous-variété de

dimension m de R™.

Proof. Traitons le cas m =1 et n=2. Soit y € V tel que y = f(x) avec z € U.
Par le théoréeme des immersions ils existent:

e un ouvert V, de R™ x R™™™ contenant z tel que V, NR™ C U,
e un ouvert Vy(,) de R™ contenant y,

e un CY diffeomorphisme g : V, — Vy(,) qui a la méme restriction que f sur
V. NR™.

La continuité de f~! en y implique qu’il existe un ouvert VJZ(QJ) de R™ contenant
y et inclus dan Vy(,) tel que

VY €Vigy NV = 1Y) €V

1

La restriction de g7+ a V}(w) est un C? difféomorphisme de Vjﬁ(m) sur un ouvert

V) C V,,. La restriction de g & V; est un C? difféomorphisme noté
9lv: = Vi
1. D’une part, puisque g et f ont la méme restriction a V), on a:
Vi€V NR™ 2 glyy(t) = f(t) € Vi, NV.
2. D’autre part, si nous avons:
Y EVipnNV=f1y)eVs
alors il existe t € V;, NR™ tel que f(t) =y'. Mais ¢’ € V}(I), ainsi
teV.NR™.
On déduit que, ]ﬁ(z) NV est 'image de V;, "R™ par g|y/, c’est-a-dire:
9 v (Vi NV) =V, NR™.

Ceci signifie que V est une sous-variété de R™ de dimension m puisque V! =
v (Vi) O
g WelVi@))
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Example 5.5. Si U =] — 7/2,7/2[x]0, 27| et
f:UCR? 5 R3: (N ¢)— (x =cos\cosg,y = cos Asinp, z = sin \).

Alors f(U) est une sous-variété de R® de dimension 2.
En effet, les trois hypothéses de la proposition précédente sont satisfaites.

e La matrice jacobienne de f est:

—sinAcos¢ —cosAsing
—sinAsing  cos Acos ¢
cos A 0

est de rang maximal égal 6 2. Donc f est une immersion.
o L’application f est injective, parce que:
V(A @), (N, ¢) €U f(X,0) = f(N,¢)) = (N ¢) = (N, ).

En effet, & partir sin A = sin N, on déduit X\ = X. A partir de légalité:
cos Asin ¢ = cos Asing’, on déduit cos ¢ = cosd’ et sing = sin¢’ (parce
que cos ¢ # 0) et ainsi ¢ = ¢'.

o L’application f=1 : f(U) — U est continue puisque X = arcsinz et ¢ =
arctan £.

Par conséquent f(U) est une sous-variété de R3.

5.2 Sous-variété d’une variété

Definition 5.2. Un sous-ensemble W d’une variété M de dimension n est une
sous-variété de M de dimension m < n si pour chaque point x € W il existe
une carte (U, p) dans M contenant x telle que:

o(UNW)=pU)NR™
Une carte (U, p) telle que (U N W) est l'ensemble des points (x',... z") de
o(U) satisfaisant 2™+ = ... = 2" =0 est dit adaptée a W.
Example 5.6. Pourn =3 et m =2, on a:
o(UNW) = {(z},22,2°%) € p(U), 2> = 0}.

Proposition 5.5. Etant donnée deux variétés différentiables M™ et N™ si
f i+ M — N est de classe C? et de rang constant r sur M, alors, pour chaque
point y € f(M™), f~1(y) est une sous-variété de M de dimension n — r.

Proposition 5.6. Si f: M™ — N™ est une application de classe C? entre deux
variétés différentiables, siy est un point de f(M) et si f est une submersion en
chaque point de f~1(y), alors f~1(y) est une sous-variété de M de dimension
m—n.

Proposition 5.7. Un sous-ensemble W de M™ défini par n équations f*(z) =0
et f ayant rang n en chaque point de W est une sous-variété diffénrentiable de
M de dimension m — n.

6 Exemples
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