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Exercise 1 Soit A; = (a;;)1<1,j<n une matrice n x n tels que a;; = { ?i ZZ ZZ;;
1 -1
1
A = e M,(R)
S
1 1

a) Sans calculer le polynome caractéristique montrer que X =t — 1 est une valeur propre
de A;. Quel est son ordre de multiplicité ?

b) Déterminer E;, 1, en déduire le spectre de A,

c) Ay est-elle diagonalisable ?

Exercise 2 Soit 0 un réel vérifiant sin 260 # 0 et cos 20 # 0.
On considére l'ensemble des endomorphismes ¢ de R3 défini par la matrice

0 sin26 sin 460
M = | sin26 0 sin 40
sin4f sin 20 0

1) Calculer les valeurs propres de ¢ et vérifier que leur somme est nulle.
2) On se propose de réduire M a la forme diagonale ou a défaut a la forme triangulaire.
a) Etablir que ¢ admet une valeur propre de multiplicité deux (2) si et seulement si
l'une des condition suivantes est satisfaites
. . 1 1
(1) cos20 = —1, (i1) cos20 = o1 (7i1)  cos20 = ~2
b) Déterminer chacune de ces valeurs propres en indiquant le sous-espace propre
associeé.
c¢) Préciser dans quel cas ¢ est diagonalisable (respectivement non diagonalisable) et
donner chaque fois la forme réduite correspondante de M.
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LICENCE II : M.P.C.I & S.I.D.
Correction de ’examen d’Algebre III : Session 1

b1 1
. . I ¢ -
Solution 1 a) Soit A; = ; Alors
U |
1 1
t 1 1 t—1 0 0
det(A — (£ — 1)I,) = det ! | 0t
1 : 0
1 1 1 0 0 t—-1
1 1 1
S
1 1 1

Le rang de (A — (t — 1)I,,) = 1, il en résulte que l'ordre de multiplicité det — 1 est n — 1

b)

T t 1 - 1 1 1
T et T T
B, = ,2 e R" tel que L ,2 =(t—-1) ?
: Lo :
Tn 1 - 1 t Ty Tn
Sritret ... tr, =081 =—19— ... — T,
(
-1 _01 -1
1 1 0
E,_| = vect 0 ; 0 ; ; :
: ) 0
0 0 1
\ /

En remarquant que la somme des éléments d’une quelconque ligne vaut t +mn — 1, on en
déduit que A =t +n — 1 est une valeur propre de Ay.

Par conséquent spec(A;) = {t — 1,t +n — 1}.

La dimension de chaque sous-espace propre étant égale a la valeur propre associé, on en
déduit que A; est diagonalisable.

1 -1 - -1 1

oo / 1 0 - 0 1

e ’ , P=| 0 1 P
S T . .

01

0 -+ 0 t+n—1 . 01
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Solution 2 1) On rappelle que sin2u = 2 sinu cosu

0 sin 20 sin 460 -\ sin20 sin40
M= | sin20 0 sin4d | = Py(\)=|sin20 -\ sin4d
sin46 sin 260 0 sin4f sin20 —M\
sin 20 +sin46 — A sin20 sin46 1 sin20 sin46
= | sin20 +sin4d — X —X  sindf | = (sin260 +sin4d —\)| 1 —X sin4d
sin20 +sin46 — X\ sin20 —A\ 1 sin20 =X\
1 sin 20 sin 46
= (sin20+sin40—\) | 0 —sin20 — A 0 = (sin 20+4-sin 40— \)(sin 204 \)(sin 40+ )
0 0 —sin46 — A\

Les valeurs propres de M sont : A\ = sin 20 4+ sin46, Ay = —sin20, A3 = —sin46 dont la
somme est nulle.
2) a) i) Supposons que [\y = Ao] <= [sin 260 + sin 460 = — sin 20]

<= 2sin20(1 4 cos 20) = 0; sin20 # 0 = cos 20 = —1

Réciproqguement si cos20 = —1, alors A\ = —sin20 = Ay

i) Supposons que [\ = 3] <= [sin 26 + sin 46 = — sin 46

1
<= sin20(1 + 4 cos20) = 0; sin26 # 0 = cos 20 = ~21

Réciproquement si cos 20 = —;11, alors

sin 20
2

iWi) Supposons que [Ny = 3] <= [sin 26 = sin 40]

1
A = = —2sin 29(—1) = —sin20 cos 20 = —sin46 = A3

1
<= sin26(1 — 2cos 20) = 0; sin 20 # 0 = cos 20 = 5
Réciproquement si cos 20 = %, alors

1
Ay = —sin20 = —2sin 28(5) = —2sin 20 cos 20 = —sin46 = \3
b) Dans le cas ou cos20 # —1; cos20 # %, cos 20 # —i, alors les trois valeurs propres
sont distinctes par conséquent M admet une matrice réduite diagonale :
Determination des sous-espaces propres :

Pour A\ = sin 20 + sin 40

Ey, =¢{X={y s e€R® /MX = (sin20 + sin40) X
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5
0 sin 260 sin 460 T T
<= | sin20 0 sin4f y | = (sin20 +sindd) | y
sin46 sin 20 0 z z
—(sin 26 + sin 40) sin 20 sin 40 x 0
<— sin 260 —(sin 260 + sin 40) sin 460 y|l =10
sin 460 sin 260 —(sin 260 + sin 460) z 0
— r =y =2 = FEgnogrsinag = vect{V1 }; V1 = (1,1,1)
Pour Ay = —sin 26
T
Ey,={X={ y p eR® /MX = —sin20X
z
0 sin 20 sin 460 T x
&= | sin26 0 sin 460 y | =—sin26 | y
sin46 sin 20 0 z z
sin20 sin20 sin 460 T 0
<= | sin26 sin20 sin46 y| =120
sin46 sin26 sin 26 z 0
r=2zy=—(1—2cos20)x = E_gn09 = vect{Va}; Vo = (1,—1 —cos20,1)
Pour A3 = —sin 46
T
Ey,=4X={ y p €R® /MX = —sindfX
z
0 sin 20 sin 460 T x
< | sin26 0 sin 460 y | =—sindd | y
sin46 sin 260 0 z z
sin40 sin20 sin 460 T 0
<= | sin20 sin4f sin40 y| =180
sin46 sin26 sin46 z 0
1+ 2cos20 1+ 2cos 26
— o —_ _ E*Sin = t V ; V = 1,1’_—
=Y 2 cos 20 T g = veet{Vs}; Vs = ( cos 20 )
sin 26 4+ sin 46 0 0
Relativement a la base {V1, V2, V3} la matrice de ¢ est M* = 0 — sin 260 0
0 0 —sin 40
1 1 1
et la matrice de passage est P= | 1 —1 — cos20 1
1 1 _w
cos 2

c) M admet une valeur propre double :
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i) cos20 = —1 <= A\ = Ay = —sin20 = E_g,99 = vect{Vo}; Vo = (1,1,1)
La multiplicité de cette valeur propre est supérieure a la dimension de [’espace propre
associé donc M n’est pas diagonalisable, mais comme Pyr(\) est scindé alors M admet

— sin 26 1 0
une réduite sous forme de Jordan. M* = 0 — sin 26 0
0 0 2sin 260

i) cos20 = —1 <= A} = \g = 2 — Eiinz = vect{Va}; Vo =(1,1,1)
La multiplicité de cette valeur propre est supérieure a la dimension de l’espace propre
associé donc M n’est pas diagonalisable, mais acomme Pyr(N) est scindé alors M admet
sm20 0
une réduite sous forme de Jordan. M* = (2) % 0
0 0 —sin2d
iii) cos 20 = % = Ay = A3 = —sin20 = E_g,00 = vect{Vs, V3}; Vo = (—1,0,1), V3(—1,1,0)
La multiplicité de cette valeur propre est égale a la dimension de [’espace propre associé
2 sin 26 0 0
donc M est diagonalisable M* = 0 — sin 26 0
0 0 — sin 26
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M.P.C.I./S.I.D. 2
Examen d’Algebre III : Session 2; Durée 3h.

Exercise 3 (Spoints) x z €tant trois nombres complexes, écrire sous forme d’un
) ) ’
p?"OdUit d’élément le déterminant suivant :

r oy z
D=2 2 22
oyt A
Exercise 4 (5points) On considére p € L(R?) définie par la matrice
0 -3 1
M=1 -4 1 1
4 -3 =3

Calculer les valeurs propres de o et pour chacune d’elles déterminer un vecteur propre
associé sotent Vi, Vi, V3 respectivement.
Etablir que la matrice A = [Vi Vo V3] est réguliére (inversible) et trouver la matrice

M* =

ATIMA

Exercise 5 (10points) On dit qu’un endomorphisme f d’un espace vectoriel E de dimen-
sion n sur K est nilpotent d’indice p, s’il existe p > 1 tel que fP~1 #0 et fP = 0. On dira
de méme qu’une matrice A de M,,(K) est nilpotente d’indice p s’il existe p > 1 tel que
AP7L A0 et AP = 0.

1.

2.

3.

a) Montrer que si f est nilpotent et s’il existe 0 € K et x # 0 de E tel que f(x) = Ox
alors 6 =0

b) f étant nilpotent d’indice p, démontrer que si x est tel que fP~'(x) # 0, les
vecteurs

z= fx), fl(x), - 7 (2)
sont linéairement indépendants

c) En déduire que f est nilpotent d’indice n, si et seulement si il existe une base
(a;) de E telle que pour la matrice

A= M(f,(a;)) = v
tous les a;; sont nuls sauf a; ;41 =1 (1 <i<n-—1).

A étant une matrice nilpotente d’indice p de M, (K). Démontrer que I, — A est
wnversible et calculer son inverse.

Application : On considére la matrice :

A:

o O O
S O = =
O = = O
—_ -0 O

Montrer que N = A — I est nilpotente. En déduire A* pour k € K (remarquer que
Iy et N commutent).
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M.P.C.I./S.I.D. 2
Correction de I’examen d’Algebre III : Session 2; Durée 3h.

Solution 3
xr Yy =z 1 1 1 1 0 0
D=|2* » 22l=ayz| 2 y 2 |=axyz| * y—a 2—2x
zh oyt 23 P oY U S
On sait que

v —? =y —o)y +ry+1?) et 2—2°=(2—2)(2* +22+2°)

Donc
1 1
D =ayz(y —2)(z — ) v +ay +a® 22+ 2+ 2P
=ayz(y —z)(z —x)| , ! 2 ;
v tray+a® (2-y)(z+y+a)
D =xyz(z —y)(y — 2)(z —2)(x + y + 2)
0 -3 1
Solution 4 M = —4 1 1
4 -3 -3
-X -3 1 4—-X X -4 0
Py(X)=det(M —XI3)=| -4 1-X 1 = —4 1—X 1
4 -3 -3-X 0 —2-X —-2-X
-1 1 0 -1 0 0
=—(X-42+X)| 4 1-X 1|=—(X—-492+X)| 4 -3—-X 1
0 1 1 0 1 1

Py(X)=(X-4)2+X)4+ X); M admet 3 valeur propres simples
specg(M) = {4, -2, -4}, donc M est diagonalisable

—4 -3 1 T 0
Ey={ X =(2,y,2) €R¥/ (M —4L)X =0ps & | —4 -3 1 y | =10
4 -3 -7 z 0

—4r—-3y+2=0 o _ 1
(z){ Ao — 3y — Tz =0 = 1 = —y =z donc By = vect{V1}, avec Vi = (1,—1,1)

2 =3 1 x 0

Eo=X=(1,y,2) €R/(M+2L)X =0gs = | -4 3 1 y | =10
4 -3 -1 z 0
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— © =3y = —z donc By = vect{Va}, avec V5 = (1,1,1)

20 —3y+2=0
—4drxr+3y+2=0

4 -3 1 x 0
E, = X=(1y2 cR/(M+4L)X =0gs = | —4 5 1 y | =10
4 -3 1 z 0

{ 41‘—3y+220 :>:C:y: —2z donc E3 :’Uect{‘/g}, avec ‘/3 - (1717_1)

—4dr+dy+2=0

4 0 O
La matrice réduite de M est D= | 0 —2 0 |, la matrice de passage est
0o 0 -4
1 1 1 : —3 0
P=ViVaVsl=|-11 1 |=P'=]|0 5 1
1 1 -1 3 0 —3

Solution 5 1) a) Supposons qu’il 30 € K / f(x) =z, © # 0
f étant linéaire alors f(f(x)) = f(0x) = 0f(x)
f étant nilpotente d’indice p
= [P(x) =0 or fP(x) = "7 (f(2)) = /"1 (0x) =07 (x) =0 (¥)

comme fP~Y(x) # 0 il en découle que 6 =0
b) Soit x /| fP~(x) # 0. Supposons qu’il existe Xg, A1, , A1 € K/

Mofo(x) + A fr @)+ -+ AP r) =0

On a alors
Fof@) + MfH (@) + -+ Xpa f7H ()] = f(0) =0
MofH (@) + M f(@) + o A fP(z) = 0

fP(x) =0, l’égalité précédente devient
Mf (@) + M)+ 4 ApoafP () =0

Puis on réitére l'opération p—1 fois et on obtient Ao fP~(z)+ A1 fP(x) = 0 = N\ fP " (z) =
0, ce qui d’aprés a) implique que N\g = 0, puis on revient a l'ordre p — 1 et onobtient
M P z) + Mo fP(z) = 0 = Ay = 0. De proche en proche on obtient N\, ofP~'(x) +
Mp—1fP(x) =0 = \y_o = 0 et donc finalement (*) implique \,—1 =0 d’ou

{f), fH@) + - f ()}
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est libre.
c) Si f e L,(E,K) est nilpotent d’indice n, on vu que

{f2), f1 @)+ N @)}

est un systeme libre, donc constitue une base de E
Soit M la matrice de f dans la base
{ug,ug, -+ suny = {f" ), fr2(x) + -+, fx)}, alors on a
f(u) = fr(x) =0,
fluz) = f(f("* () = [*H(z) = w,

Flun) = F(()) = FL (@) = thnn

on alors
0 1 0 0
M(f){m,ug,w Un} = : 0 0
R 1
0 0

Réciproqguement si f admet M comme matrice par rapport a une base, alors on vérifie
que [ est nilpotent d’indice n car M [’est.
2) M étant nilpotente d’indice p; = MP =0

p—1 p—1
I—MP=1"—M"=(I—M)Y I*M"™* =(I-M)> M =1
k=0 k=0

Par conséquent I — M est inversible et on a :

p—1
(I—M)"=> Mr*
k=0
1100 1000 0100
0110 0100 0010
A=l o o1 1| loo10]|T|o0oo0o0 1 |=htYN
000 1 000 1 0000
0100 0100 0010
ve_ 0010 oot10] [o00o001
=l o001 o001~ loooo0
0000 0000 0000
0010 0100 000 1
vi_ |00 o0 oo10| [o000o0
=l o000 ooo01|=looo o
0000 0000 0000
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0001 0100 0000
Ni_| 0000 0oo0o10| (0000
0000 0001 0000
0000 0000 0000

N est nilpotente d’indice 4.
AF = (I, + N)* Z CINII} 7 = C, 4+ CLN + C2N? 4 C}N?

car Iy et N commutent (on applique la formule de binome) et pour j > 3, N7 =0

1000 0100
0100 0010
ko _
A=t o01 0Tl oo0 o1
000 1 000 0
0010 000 1
=1 [0 00 1| Kk=1DE=2)[ 0000
2 000 0 6 000 0
000 0 000 0
1 k? k(k2—1) k(k—lé(k—?)
k(k-1)
Ak:()]. k 3
00 1 i
00 0 1
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