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Exercice 1. Enumérer les topologies de l’ensemble X := {a,b} a deux points.
Lesquelles sont séparées ?

Exercice 2. On munit le sous-ensemble X := [0,1] U [2,4] de R de la distance
usuelle d(z,y) = | — y| pour tous z,y € R.

1. La partie A := [2,4] est-elle ouverte dans l'espace topologique X ?

2. La partie B := [0, 1] est-elle ouverte dans X ? Est-elle fermée dans X 7

Exercice 3. Soit B := {[a, +o0] : a € R} C P(R).
1. Montrer que B forme une base pour une topologie 7 sur R.
2. Montrer que toute intersection d’ouverts dans (R, 7") est un ouvert.

3. Montrer que pour tout z € R, I'adhérence de {z} par rapport a T est I'intervalle
]—OO, JI] .

Exercice 4. Les questions suivantes ne sont pas liées.

1. a. Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que les boules fermées et les spheres
de X sont fermées.
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b. Soient x € X et r un nombre strictement positif. Montrer que B(x,r) C Bp(z, 1)

et que B(z,r) C Bp(x,r). Donner des exemples ou les inclusions sont strictes.
c. Soit A une partie de X. Montrer que I'application = € X +— d(z, A) := inf1 d(z,y)
ye

est uniformément continue sur X.
d. Montrer que A ={zr € X :d(z,A) =0} et A={r € X :d(x, X \ A) > 0}.

2. Montrer que les spheres, dans un espace vectoriel normé (F, N), sont d’intérieur
vide. Est-ce le cas dans un espace métrique quelconque ?

Exercice 5. Soient I un ensemble contenant au moins deux éléments, X un espace
topologique et (A;);c; une famille de parties de X.
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1. Montrer que si I est fini, alors UA; = UA;, NA; = NA,,
iel iel el iel

NA; C NA; et que
iel iel

'UIAi C *UIAi' Donner des exemples ot les inclusions sont strictes.
1€ 1€
2. Montrer que si I est infini, alors UA; C UA; et que N A, C NA,;. Donner des
i€l iel iel iel
exemples ol les inclusions sont strictes.



3. On suppose que A; = X pour tout i € I. Montrer que si A; N A; = §) pour tout
i # j, alors A; = () pour tout i € I.

Exercice 6. Soient Xun espace topologique et A une partie non vide de X.
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1. Montrer que Fr(A) C Fr(A) et que Fr(A) C Fr(A). Donner des exemples ou les
inclusions sont strictes.

2. Montrer que A est fermé dans X si et seulement si Fr(A) C A.
3. Montrer que A est ouvert dans X si et seulement si Fr(4) N A = 0.
4. Monter que A est ouvert et fermé dans X si et seulement si Fr(A) = ().

5. Montrer que si A est ouvert ou fermé, alors 'intérieur de Fr(A) est vide.

Exercice 7. Soit X un ensemble non vide.

1. Montrer que si o : P(X) — P(X) est une application vérifiant les propriétés
suivantes :

a(X) =X, a(A) C A, a(a(A)) = a(A) et a(ANB) = a(A)Na(B) pour tout A, B C X,

alors la famille

T:={a(A): AC X},

est une topologie sur X telle que A = «(A) pour tout A C X.

2. Montrer que si g : P(X) — P(X) est une application vérifiant les propriétés
suivantes :

B0) =0, Ac B(A), B(B(A)) = B(A) et B(AUB) = 3(A)UB(B) pour tous A, B C X,

alors la famille

Fo={B(4): A€ Pla)},

est 'ensemble des fermés d’une topologie sur X telle que A = B(A) pour tout

A e P(x).
Exercice 8. Soient X un ensemble infini, £y un élément de X et
F={ACX:x0€ A} U{A C X : A est au plus dénombrable}.

1. a. Montrer que F est I'ensemble des fermés d’une topologie T sur X.
b. L’espace topologique (X, 7) est-il séparé ?

2. Soit f une application de X dans R. Montrer que f est continue sur X si et
seulement si {x € X : f(x) # f(x0)} est au plus dénombrable.

Au Travail!



