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Chapitre 1

Espaces Métriques

1.1 Définitions

Soit £/ un ensemble non vide
Définition 1.1.1 On appelle distance la donnée d’une relationd : Ex E —»
R* telle que

1. d(z,y) =d(y,z) Vx, y € E

2. d(x,y) =0<=zx=y

3. d(x,y) <d(z,z)+d(z,y) Vo,y € E Inégalité triangulaire.

Définition 1.1.2 Un ensemble non vide E muni d’une distance d est appelé
espace métrique et on note le (E,d).

Exemple 1.1.1 1. (R,|-|) est un espace métrique : d(x,y) = |z — y|.
2. C et le module : d(z,y) = |x — y|
3. R™ (ou C") et la distance euclidienne d(z,y) = (3 |z; — yi|?)z.

4. R"(ou C") muni de di(z,y) = >_ |z;i — y;| ou encore de dy(x,y) =
SUPj<i<n |z — yil
5. (C([0,1],R), ds) est un espace métrique, doo(f,g) = SUDyeo,1] |f(t) —

g(t)]
6. (C([0,1], R),d) est un espace métrique, d = di(f, g) fo |f(t)—g(t)|dt
oud = du(f,g) = (1 1£(t) - g(t)2de)”.



7. 1l y a une distance discréte défini par

o) ={ V30 (1)

8. Dans le cas particulier ou E est un espace K-vectoriel (K =R ou C ou Q)
on peut définir une norme sur E notée

|-]: E— R
z — ||z

| - || vérifie les trois ariomes suivants
— |z =0<=2=0

— [Az|| = |Al]|z]] VA € K, Vx € E

— lz+yll < llzll + llyll Vo,y € E

On dit que (E,|| - ||) est un espace vectoriel normé.

Le espaces vectoriels normés fournissent des exemple trés importants
d’espaces métriques. En fait si on a une norme alors on a une distance
qui lui est associée. Cette distance d est définie par

d:ExE— R

d(z,y) = ||z —yl|
9. Si f e€C(]0,1],C) alors la norme ||f||oo = SUD,e0,1] |f(z)]

1.2 Distance sur un espace produit

Soit £ = Ey x Ey X ... x E,. (E;,d;) des espaces métriques i = 1,...,p.
Soit x € E, x = (21,...,2,). On note par :

0oo(®,y) = sup  di(ws,ys)
i€{1,2,....,p}
p
01 (z,y) = Zdz(xzayz)
i=1
p 1
i=1
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Proposition 1.2.1 6., 01, 9o sont des distances définies sur E x E.

Enplus 5oo(xvy) S 51(3:7?/)7 (51<l',y) §p52(957?/) et 52($ay) S \/]_?500<1’,y), V(Z',y) €
ExE.

Proof. 0. (z,y) = SUDjef1,2,...p} di(x;, yi)

1. Montrons que 0oo (2, y) = 0oo(y, x)?
Vo,y € B =m_ B, di(wi,yi) = di(yi, i) = SUDseq1 0,y di(Tis yi) =

SUPjec{1,2,...p} d; Z/z‘y%‘)
donc dso (7, y) = 0o (y, ).

2. d(z,y) =0<=1z=y
500(1:7y) = Supie{l,? ,,,,, D} dl(xzayz) = 07 Vj € {17 s 7p}7 0 S dj(flfj,yj> S
SUDje(12,.. p} 4i(Tis i) = doo(w,y) = 0 par hypothese = d;(z;,y;) =
0vye{l,2,...,p}
a=y; Vi=1,...,p=z=y

doo(Tyy) =0= 2 =1y
Réciproquement

r=y<=Vje{l,....p} z; =y; <= d;(z;,y;) =0Vj € {1,...,p}

= sup dj(zj,y;) =0 donc doo(z,y) = 0.
7€{1,-.p}

3. oo, y) < 0oo(, 2) + doo(2,y) Va,y,2 € E

di(i, yi) < di(wi, 2i) + di(2i, i)
car d; est une distance par hypothese.
sup d; (i, yi) < sup{di(ws, zi)+di(2i, i) } < supdi(wy, zi)+sup di(zi, y:), i € {1,...,p}

donc 0o (2, Y) < doo(, 2) + 00o(2,y)

Js est une distance donc ( £ = 7" | £}, (5OO> est un espace métrique.



Exercice 1 Montrer que 0, et 0o sont des distances définies sur £ X E.

Montrons que 0 (z,y) < §(x,y).

500('T7 y) = sup dz(xza yi)7 S {17 ce 7p}‘

o(w,y) = 3y dilwi, y:)

sup{as,...,a,} =Sup;eqy 3 @i- 3o € {1,...,p} telsquesup{ay,...,a,} =
aiy; donc sup a; = max{as, ..., a,} = MaXicq1,. 0} G = Q4.

Donc il existe iy € {1,...,n} tel que doo(x,y) = d;y (24, yi,) donc

p p
lo xloayzo Z d $1ayz Zdz(xzayz> — 6oo($ay> < Zdz<xuyz) = 51(x,y).
i, 1#£ 1o i=1 i=1
Montrons que 6;(z,y) < poa(z,y).
On a, pour tout (z,y) € £ X E,

p
= di(xi,y:), balw,y) {Z d; (i, i }
i=1
Montronsque\/a1+...—|—ap§\/a_1+...+\/a_p

a; = d; (x4,y;) alors 0y(x,y) < 01(z,y)
On suppose d;(x;,y;) > 0Vi € {1,...,p}. Il suffit de prendre z; # y;Vi €

{1,...,p}.
Z d?(z;, ;) ] = 0a(x,y).

Vjo € {L S 7p}7 djo(xjmyjo) < djo(xjmyjo)[ d2 (
i, 170

Tjos Yjo)

En effet

=

p 1
{3 i)} = { Bl p)+dieavo)+. . +E (0, i)+ A&y 1) |

= {dio(xjoayjo)[ d2 (xjo,yjo Z d2 (74, ys ]}

i, iFE ]

= djo(iEmeJo)[ d2 (f]j y Z d2 xzayl :|}
Jo> Jo

i, iF ]



Donc

p
Zdi(xhyi) < poa(,y) = 61 < pdy

i=1
Montrons que 6, < \/p(,y)ds(7,y)

On a ) )
o= {3 @iy}
=1

i (zi,y;) < ( sup  dj(a;,5))?

(3 )" < (ponte)?) " = e.0) < Vioalonn)

Remarque 1.2.2 6, <01, 01 < pdy, 02 < /Pdeo
000 < 01 < pda < Py/Ploc

1

501 S' 02 < \/Pdes S VPO .

On dit que les trois normes sont équivalentes.

Définition 1.2.3 Soientd;: EXE —R,, do: Ex E — R,.

On dit que dy et dy sont équivalentes si et seulement si cq, co > 0 tels que
dl(xay) < 02d2<x7y) et dg(l‘,y) < Cldl('xvy)'

1.3 Notions d’ouvert et fermé

Définition 1.3.1 Soit (E,d) un espace métrique.
On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 l’ensemble noté

B(a,r) ={x € E: d(a,r) < r}.
On appelle boule fermée de centre a et de rayon r > 0 l’ensemble noté
B(a,r)={z € E: d(a,r) < r}

Exemple 1.3.1 1. E=R? d(z,y) = di(z,y) = |1 — 1| + |72 — v
B(0,1) = {(z1,22) € R? 1 |z1] + |22] < 1}.



2. E=R? d(z,y) = dy(z,y)
B(0,1) = {(z1,22) € R*: 2+ a3 < 1}
8. E=TR? d(z,y) = du(z,y)
B(0,1) = {(z1,72) € R*: sup(|a1| + |z2| < 1}.

Définition 1.3.2 Soit (E,d) un epace métrique et U une partie de E. On
dit que U est ouvert de (E,d) si pour tout x € U, il existe r = r(x) tel que
B(xz,r) C U.

On dit que U est fermé de (E,d) si on complémentaire A° et un ouvert de
(E,d).

En particulier O est a la fois un ouvert et un fermé de (E,d), de méme que
E.

Proposition 1.3.3 Soit (E,d) un epace métrique. Une boule ouverte B(a,r)
est un ouvert de (E,d). Une boule fermée est un fermé de (E,d).

Proof. B(a,r) ={zx € E: d(z,a) < r} Soit x € B(a,r), soit ¢ = r—d(x,a).
e >0 car z € B(a,r). Montrons que B(x,¢) C B(a,r). Vy € B(z,€), on a
d(a,y) < d(a,z) + d(z,y) < d(a,z) + € (car y € B(z,¢)) i.e. d(a,y) <.
Donc y € B(a,r).

[

Proposition 1.3.4 Soit (E,d) un epace métrique.
Toute réuniton quelconque d’ouverts est ouverte.
Toute intersection finie d’ouverts est ouverte.

E est ouvert, 0 est ouvert, (E,d) espace métrique.

Proof. Soit V = U,/ Vi, V; ouvert, I ensemble d’indices quelconque.
Soit © € V alors il existe iy € [ tel que z € V;,. Comme V;, est un ouvert
donc il existe r > 0 tel que B(z,r) C V;, C V.
Soit V =N, V;, V; ouvert,
Soit x € V alors z € V; quel que soit ¢ € {1,...,n} Comme V; est un
ouvert donc il existe r > 0 tel que B(z,r;) C V; quel que soit i € {1,...,n}
Soit r = infr; > 0 donc B(z,r) C V; quel que soit i € {1,...,n} donc
B(z,r) C N, V.

[

Proposition 1.3.5 Soit (E,d) un epace métrique.
St pour tout v € I, F; est un fermé, alors NicrF; et un fermé
St Fy, ... F, sont de fermés, alors Uy_, F,, et encore un fermé.
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Définition 1.3.6 Voisinages
Soit AC E, A# (. On dit que A est un voisinage de a € E s’il existe un
ouvert O de (E,d) tel que a € O et O C A.

Exemple 1.3.2 Soit a € E, B(a,r) est un voisinage ouvert de a quel que
soit r > 0.
V' est un voisinage de A s’il existe U un ouvert tel que A C U C V.

Exemple 1.3.3 (E,d) un espace métrique, E un ensemble discret les ouverts
de E sont les ensembles des parties de E = P(E).

Soit B C E, B(a,%) = {a}

Soit a € E donc {a} est un ouvert dans E, B = Ugep{a} est un ouvert.

Définition 1.3.7 z € E, (E,d) espace métrique A C E, A # ().

d(z,A) = inf d(x,y).

yeA

x € A alors d(z, A) = 0.
Si d(x,A) =0 cela n’implique pas forcément que x € A.
On appelle diametre de A et on note

6(A)= sup d(z,y)

€A, yeA

A est bornée si et seulement 6(A) < +o0.

1.4 Topologie sur un ensemble

Définition 1.4.1 On appelle topologie sur un ensemble E non vide un en-
semble de parties de E noté O (sous ensemble de P(E)) vérifiant

1. O stable par réunion quelconque
2. O est stable par intersection finie.

3. Eeth €0O.

Les éléments de O sont appelés ouverts et les complémentaires des ouverts
sont appelées fermés. Le couple (E, Q) est appelé espace topologique.
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Exemple 1.4.1 1. Soit E un ensemble. Alors O = {0; E'} est une topo-
logie sur E, parfois appelée topologie grossiére.

2. Si 1" on prend pour O I’ ensemble de toutes les parties de E, on obtient
également une topologie, appelée topologie discreéte.

3. Soit (E,d) un espace métrique. L’ ensemble des ouverts de E pour la
métrique d est une topologie :
L’ensemble T ou Ty des sous ensembles ouverts de (E,d) s’appelle la
topologie associée a (E,d), ou induite par d sur E.

Ta={0 C E: O est un ouvert de (E,d)}.

Remarque 1.4.2 Des distances dy et dy différentes peuvent induire des to-
pologies identiques : dy # dy et Ty, = Ty,. On dit que les distances sont
topologiquement équivalentes.

Deux distances métriquement équivalentes sont topologiquement équivalentes.

Exercice 2 O = {E, @} est une topologie grossiere
O = {E,P(E)} topologie discreéte.

Définition 1.4.3 Soit E un ensemble et Oy , Oy deux topologies sur E. On
dit que Oy est plus fine (ou plus forte) que Oy si Oy C Oy. Ainsi, la topologie
discrete est la plus fine et la topologique grossiere, la moins fine de toutes les
topologies.

Définition 1.4.4 On dit qu’un espace topologique (E,O) est séparé si pour
tout couple (x,y) de points distincts de E, il existe un voisinage V de x et
un voisinage V de y tels que VNU = ().

Remarque 1.4.5 Tout espace métrique est sépare.

Soit & un ensemble contenant au moins deuz éléments et muni de la topologie
grossiere {0; E}. Alors (E,O) n’est pas séparé.

Un ensemble muni de la topologie discrete est toujours séparé. En effet, tout
singleton est un voisinage.

Proposition 1.4.6 Soit (E, Q) un espace topologique et A C E. L’ ensemble
O4 des parties Q de A telles qu’ il existe U € O vérifiant Q = U' N A est
une topologie sur A. On 1" appelle topologie induite par O sur A.



Remarque 1.4.7 Attention : A C E mais O C Og. en général. Autrement
dit, il y a des ouverts de A qui ne sont pas des ouverts de E. On a O, C Op
si et seulement si A est un ouvert de E.

Exemple 1.4.2 ([0,1],0p1) — (R, Or), mais les ouverts de [0, 1] contiennent
(entre autres) les intervalles de types [0, o et |3, 1] qui ne sont pas des ouverts

de R.

Remarque 1.4.8 Les ouverts de la topologie induite sur A par la topologie
de E sont donc les intersections des ouverts de E avec A. Par passage au
complémentaire, on vérifie facilement que les fermées de A sont aussi les
intersections des fermés de E avec A.

Exemple 1.4.3 L’intervalle [0, 1] est un ouvert de [0, 2] muni de la topologie
induite par Ty, car [0,1[=] — 1,1]N[0,2] et | — 1,1[€ T,. Noter que [0, 1] est
aussi un fermé de [—1,1] muni de la topologie induite par T, car [0,1]=
[0,4] N [—1, 1] avec [0, 4] fermé de € T,. En revanche, [0, 1] n’est ni ouvert ni
fermé dans (R, T,).

Exercice 3 (E,d) espace métrique. Les ouverts de O sont obtenus par réunion
dans les boules ouvertes de F.

Exercice 4 (E, <) totalement ordonné. Si on considére les intervalles ou-
verts |a, b| la topologie réunion quelconque d’intervalles ouverts est appelée la
topologie de [’ordre.

Définition 1.4.9 La donnée (E, Q) est appelée espace topologique.

1.5 Notions de point intérieur
Soit (E,d) un espace métrique, soit A C E, A # ().

Définition 1.5.1 z= est intérieur a A sl existe r > 0 tq B(x,r) C A. On
note A = {points intérieurs a Ay C A. A est le plus grand ouvert contenu
dans A. On appelle A Uintérieur de A.

Exemple 1.5.1 SiE=R et A=Q, A=0.

Proposition 1.5.2 1. A est un ouvert si et seulement A = A.
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2. Ac B — Ac B°

3. L’intérieur de AN B est égale o AN B°.

Remarque 1.5.3 L’intérieur de AUB est différent de la réunion des intérieurs
de A et B. mais lintérieur de AUB contient l'intérieur de A union l'intérieur

de B.

Exemple 1.5.2 Pour s’en rendre compte considérer les ensembles suivants
A=Q, B=R\Q.

Proof. de la proposition.
— A ouvert A C A donc A est le plus grand ouvert contenant A. Ce qui
entraine A = A.
<= A=A comme A est un ouvert donc A 1’ est aussi.
ACAcB=ACB
Il faut montrer Vz € A, z appartient & lintérieur de B. z € A = Ir > 0
tel que B(z,r) C A.
Pour montrer que z appartient a l'intérieur de B on doit : 37 7 > 0 tel que B(z,7r1) C
B
Mais il existe B(z,r) C A car A C B par hypothese donc B(z,r) C B, r =r;
convient. Donc
a suivre

[ |

1.6 Notions de suites convergentes

On introduit la notion de suite dans E ou (F, d) est un espace métrique.
ICN—F

n+— x,
(Zn)nen est une suite dans F.

Définition 1.6.1 (E,d) est un espace métrique.
Soit (n)neny une suite de E. On dit que la suite (x,) converge vers x € E

5551
Ve>0,INeN: (VvneN), n> N, = d(z,,z) <e.

EN d’autre termes, x,, converge vers x dans E si et seulement si d(z,,x) — 0
lorsque n — 400.
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Unicité de la limite
On suppose x, — x et x, — y donc 0 < d(z,y) < d(z,x,) + d(z,,y) donc
d(z,y) =0 <=z =y.

r, — x lorsque n — +o00 <= VYV voisinage ouvert de x, dng € N tel que n > ngy, x, € V.

Proposition 1.6.2 fondamentale
Soit (E,d) un espace métrique. Soit F C E. F est fermé dans E <= pour
toute suite (x,) de F' qui converge vers x dans E alors x € F.

Proof. = Soit F' fermé et (z,,) C F; x, » x, x € F.

Si x n’appartient pas F alors x € E\F qui est un ouvert donc il existe r > 0
tel que B(z,r) C E\F = B(z,r) N F = { donc d(z,,z) > r > 0. Ce qui
entraine que x, ne tend pas vers x. Ce qui est impossible.

<= Par l'absurde on suppose E\F n’est pas ouvert. Il existe x € E\F tel
que Vr > 0 B(z,r) n'est pas inclu dans E\F ie B(x,r) N F # (). On prend
r=1/n 3z, € B(z,1/r)NF. z, € F, d(z,,z) < 1/n, donc

xn, — x € F. Par hypothese x € F' Contradiction.. m

1.7 Valeur d’adhérence

Définition 1.7.1 Soit (E,d) un espace métrique et A C E, A # ().

x € E est adhérent a A si¥Vr >0, B(x,r)N A # 0.

Ceci est équivalent a dire que 3 une suite (x,) dans A qui converge vers .
Ce qui encore est équivalent a d(z, A) = 0.

On note par A = {points adhérents a A} D A.

A est le plus petit fermé contenant A.

x n'appartient pas ¢ A équivaut ¢ Ir > 0 B(z,7) N A = () ie B(z,r) C
E\A = x est intérieur a E\A.

CA = int(CA)

C(int A) = C A.

Proposition 1.7.2 Soit A C E.
1. A fermé <= A= A.

B.

2. AcCB= AC
3. AUB=AUB
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4' A =Np fermé, ACFF
5. A est un fermé contenant A

Définition 1.7.3 Soit (E,d) un espace métrique et soit A C E. A est dense
dans F ssst A= F.

Définition 1.7.4 Soit (E,d) un espace métrique et soit A C E. La frontiére
de A est l'ensemble des points x € E tel que Ve > 0, B(x,e) N A # 0 et
B(xz,e) N A® # 0. La frontiére de A est notée fr(A) ou DA,

Définition 1.7.5 La frontiére de A, Fr(A) = ANCA.

E=AUint(CA) U Fr(A).

Définition 1.7.6 Soit A C A et a € E. On dit que a est un point isolé de
A sia € A etil existe e > 0 tel que B(a,e) N A= {a}.

On dit que a est un point d’accumulation de A si Ve > 0, B(a,e) N A
contient au moins deux points.

Définition 1.7.7 valeur d’adhérence

Soita € E ou (E,d) est un espace métrique. a est une valeur d’adhérence de
la suite (x,,) si pour tout voisinage ouvert U de a et pour tout n € N Jp,, >
n (p, € N) tel que x,, € U.

Pour une limite x,, — a, YU wvoisinage de a, 3 ng tel que pour tout n > ny
alors x,, € U.

Si (z,,) admet une limite a, a est une valeur d’adhérence.

Rappel : suite extraite de la suite z,
C’est donnée de ¢ : N — N strictement croissante (n, p(n)) suite extraite.

Proposition 1.7.8 Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,) une suite
dans E. a est une valeur d’adhérence de (x,) <= il existe une suite extraite
(Tp(ny) qui converge vers a.

Proof. <= (u,) une suite dans F, x,(,) — a lorsque n — 400, U voisinage
de a Ir > 0 tel que B(a,r) C U.

Comme %,y — a Ing tel que Vn > ng x,m) € Bla,r).

—> (x,,) une suite de E, a une valeur d’adhérence.

Vr >0, Yn 3p, > n tq z,, € B(a,r).

On fait une récurrence
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r=1, n=1, dp; > 1tqd(a,x,) <1;
r= %, n=23p, >pi+1, dla,z,,) < 50(2) = po.
r= %7 Ipn > Pn-1, d(av xpn) < 7%(,0(71) =D
r= %er EIpn—l—l > pn+1, d<a7 xpn+1> < %ng(n + 1) = Pn+1-
¢ strictement croissante, d(a, Tym)) < +.

u

Remarque 1.7.9 Si (x,) est une suite convergente, elle admet une seule
valeur d’adhérence. (La réciproque est fausse).

Proof. ¢ : N — N, ¢ croissante. On suppose z,, converge vers a. Ve >
0 Ing tel que Vn > ng = d(a, z,) < €. Pour n > ng la réciproque est fausse.
On prend le contre exemple suivant

- { 1 .si n est' pair‘ (1.2)
n sl n est 1mpair

dans R.

z, a une valeur d’adhérence qui est 1. Si on est dans @ x, a deux valeurs
d’adhérence 1 et co. m

Visite chez les suites réelles

Soit (x,) une suite de réels, soit | = lim,,_, o supz,, [ € R.

On va montrer que [ est la plus grande valeur d’adhérence de (z,) dans R.
a, 5 € R avec | €]a, B] avec x,, < [ pour n > ng et x, > a pour une infinité
d’indices.

Donc Vn, 3p, > n tel que z,, €]a, [] donc [ est une valeur d’adhérence. Soit
I € R, I’ > 1. On suppose que I' est valeur d’adhérence de la suite (z,,).

Soit | < o <l' <, x, > & pour un nombre fini d’indices.

C’est une contradiction avec le fait que I’on suppose I’ étre une valeur d’adhérence.
Donc [ ne peut pas étre une valeur d’adhérence.

Pour les suites réelles : il y a éventuellement deux valeurs d’adhérence qui
sont limsupz, et liminfx, et ensuite il faut en chercher s’il existe entre
lim sup x,, et liminf z,,.

lim,, ,, infx, est la plus petite valeur d’adhérence. Si x,, — a alors et
lim,, , 1 o sup x, = lim,,_, ;o inf x,,.

Si lim,, s o sup z, = lim,,_, o inf x,, = [ alors x,, — [ lorsque n — +oc.

En effet Ve > 0, ] — € < x, < [+ € pour n > ng = |z, — | < € pour
n > max{ng,n}.
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Rappel : Limite supérieure, limite inférieure
Soit (uy,), u, € R. Soit

U, = supuy = sup{uy : k >n}
k>n

Vp = inf uy, = inf{uy, : £ >n}
k>n

1. u, = 400 Vn <= (u,) est une suite non bornée = U,, non majorée.

2. u, € R Etudier u, (sa convergence).
lim,, 1o U, = —00 comme u, < UpVk on a up — —o0
lim, s oou, =1 €R
Ve>0, Ing Vn >ng |u, — 1] <e
| SUps, ur — | < €
| — € < supys, ur < [+ € des que n > ny.
Vo, B tels que oo < 1 < 8, Ing tel que o < u,, < B VYn > ny.
U, <= u, < B, Vn > ng;
U,>a=p, eN: U, >u,, >a(n>ng)
card{n : x, > B} < 4oo(fini)
card{n : x, < a} = +oo(infini)

1.8 Sous espaces métriques

Soit (E,d) un espace métrique et soit F' C E, F # (), la restriction de d pour
F = d,p est une distance sur F. (F,dp) est un espace métrique ou (F, d) est
un sous espace métrique de FE.

Proposition 1.8.1 On dira que U est ouvert dans F <= 3A ouvert de FE
tel que U = AN F.

Proof. = Soit z € U 3Ir(x) > 0 tel que  Bp(z,r(x)) CU

—_———
{yeF:dp(z,y)<r(z)}
Bp(z,r(z)) = Bg(x,r(x)) N F

U = Upey Br(z, 7(z)) = uer(BE(x, r(z)) N F) - ( Uper Ba(z, r(x))) nF

< Soitx e Uy U=ANF = x € A ou A est un ouvert de E donc
dr(z) > 0 tel que Bg(z,r(z)) C A.

Bp(z,r(x)) = Be(z,r(x))NF CU
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donc U est un ouvert.

Commentaire

Soit I’ ouvert dans F,

U ouvert dans F' = U ouvert dans F

T

JA ouvert de E tel que U = AN F = U ouvert dans E.

On n’a pas F ouvert dans E et U ouvert dans F, U peut ne pas étre ouvert
dans £. m

Exemple 1.8.1 £ =R, F =7,
U = {no} est un owvert dans Z, en effet {no} = Br(no,2) NZ; U est un
fermé de R.

Proposition 1.8.2 (E,d) est un espace métrique, F C E. Soit V. C F, V
fermé dans F <= 3A fermé dans E tel que V = AN F.

Proof. exercice m

Commentaire

(H1) V fermé dans F

(H2) F fermé dans F

Alors V est fermé dans FE.

Exemples de représentations de boules

E =1R?

Bi(0,1)={z € E: 6 <1}, &(x) =37, |z, = = (1, 22).
By(0,1) ={z € E: § <1}, do(x) = (Z?:l |23]?) 2, = (21, 22).
B (0,1) ={x € F: 0o < 1}, doo(x) = sup(|z1], |22|).
Représentation de B,(0,1)

Sp(z) =1« /a2 + 23 =1

Représentation de B;(0,1)

51(1’) =1+— |[L’1| + |.’L’2| =1

r12>0et2zo >0 214+20=1
1> 0et e <0 21 —29=1
1 <0etxe >0 —x14+20=1
1 <0etrze <0 —21—29=1
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Représentation de B..(0,1)

Joo(x) =14 |z1] =1 o0u |5 =1

iexy=1loux; = -1 To =1 ouxzy = —1 Ce qui donne —1 < x5 < 1 et

1.9 Applications continues

Une notion essentielle que 'on définit au moyen d’ouverts est celle de
continuité d’un application topologique dans un autre.

Définition 1.9.1 Soient (E, Pg) et (F, Pr) deux espaces topologiques. Une
application f de E dans F' est dite continue sur E si l'image réciproque par
f d’un ouvert quelconque de F' est un ouvert de E.

Exemple 1.9.1 1. St E est un espae discret, toute application de E
dans un espace topologique est continue.
Si F est grossier, toute application d’un espace topologique dans F' est
continue.

2. Toute application constante d’un espace topologique (E,P) dans un
autre est continue : l'image réciproque d’une partie quelconque(en par-
ticulier ouverte ) est () et E.

3. Pour tout a € R, Uapplication t, de (R, T,) dans (R,T,) définie pour
tout x € R par t,(x) = x+a est continue. En effet tout ouvert O € T,
s’écrit sous la forme O = U]y, Bi| ot pour touti € I, a; €ER, f; €
R et a; < B;. On a donc

t N (Uier)ai, Bil) = Uierty, (Jou, Bi]) = Uier]ow — a, B; — al.
Ainsi, t;1(0) € T, et t, continue.

Définition 1.9.2 Soient (E, Pg) et (F, Prp) deux espaces topologique, f une
application de EE dans F et x un point de E. On dit que f est continue au
point x si pour tout voisinage V' de f(x), il existe un voisinage Ude x tel que
f(U) C V. De maniére équivalente, f est continue au point x si pour tout
voisinage V de f(z), f~1(V) est un voisinage de x.

Soit f: F — E', (E,d) un espace métrique. (E’,d’) un espace métrique.
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Définition 1.9.3 On dira que f est continue en a € E si pour tout voisinage

owvert U de f(a) € E', il existe U voisinage ouvert de a dans E tel que
fu)cu.

Définition 1.9.4 Ve > 0, Ja > 0 tel queVz : d(z,a) < a = d'(f(z), f(a)) <
¢ ie f(Ba(a,0)) C By (f(a),c).

Propriété fondamentale
f est continue en a € F <= pour toute suite (x,) qui converge vers a alors

(f(xy,)) converge vers f(a).
Proof. =) z,, — a d’aprés la definition précedente Ingy tel que Vn >

no, d(Tn,a) < o= d'(f(x,), f(a)) < e donc f(z,) = f(a).

&) Par 'absurde 3U’ voisinage de f(a) tel que YU voisinage ouvert de
a, f(U)CU".

Soit U = B(a, %) alors Jx,, € U tel que f(x,) n’appartient pas a U

d(a,z,) < + donc @, — a et f(z,) € CpU’ qui est fermé dans E', or

f(@n) = [fla).

Comme CgU’ est ouvert donc f(a) € CgU’ ce qui est impossible. =

Définition 1.9.5 f continue sur E si f est continue en tout point de E.
Remarque 1.9.6 U ouvert n'entraine pas que f(U) ouvert, f continue.

Contre exemple
E=F =R, U=|-1,1], f(z) =2
f(U) =0, 1] qui est ni ouvert ni fermé.

Proposition 1.9.7 1. f continue sur E.

2. YU ouvert dans E', f~1(U’) est ouvert dans E.
3. YF fermé dans E', f~'(F) est fermé dans E.

Proof. 1. = 3. il faut utiliser f~}(CU") = Cf~(U")

3. = 2. utiliser la premiere définition sur une application continue. IV
voisinage ouvert de z tel que f(V) CU' =V C U. Donc v € U = U est
un ouvert.

2. = 1. z € E, U’ un voisinage ouvert de f(x),; U = f~1(U’) ouvert
contenant + — f(U) CV'. m
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Exemple 1.9.2 £ = F' =R,

flo) = { OlszS;xG%(\@Q (1.3)

fro(x) =1 = f continue sur Q.
[ra(r) = 0= f continue sur R\Q.

Définition 1.9.8 1. Une application f est ouverte si l'image directe de
tout ouvert par f est un ouvert.

2. Une application f est fermée si l'image directe de tout fermé par f
est un fermé.

3. Il n'esiste pas de lien en général entre les notions d’applications ou-
verts, fermées et continues.

Application
f,g: E— E' continues F'={z € E: f(x)=g(x)}, F estfermé dans E.
Si 3A sous ensemble dense dans E tel que f(z) = g(x)
re A= f(x)=g(z), Vz € E.
f,g: F—=R

F={xeE: f(z)<g(x)} estfermé dans E.
{r e E: f(x) <g(x)} estouvert dans F.

Proof. Soit x,, une suite de F, z,, — x dans E. Par continuité f(z,) — f(x)
et g(z,) = g(z). Et commme f(xy) = g(z9) = f(z) = g(z). Donc x € F.

F={zxeE: f(r) <g(x)}, F estfermé F D A.
Si A est dense dans FE' alors A=F.
ACF—ACF=F,donc FF=F.

On pose h(z) = g(z) — ()
F = h71([0,0[), h continu ce qui entraine F fermé.
U = h~'(]0,00[), h continu ce qui entraine U ouvert.
u
(E,d), ,(E',d), (E”,d”) des espaces métriques.
f:E—FE, g:E —FE
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Soient f et g des fonctions continues alors gof est continue
Soit f: E — FE'
f est uniformément continue si

Ve>0, Ja>0: Vz,y€ E, ,d(z,y) <a= d(f(z),g9(x)) <e.

Exemple 1.9.3 L’application lipschitzienne k > 0;

d'(f(x),9(x)) < kd(z,y) Yo,y € E.

L’uniforme continuité est stable par composition ;
f uniforme continuue — f continue mais la réciproque est fausse ;

1.9.1 Homéomorphismes
Soit f : E'— E’ une application.

Définition 1.9.9 [ est homéomorphisme de E sur E' si
1) f est une bijection

2) f et f~1 sont continues (ie bicontinue).

On dit aussi que E et E' sont homéomorphes.

Exemple 1.9.4 Soit E, muni de deux distances dy, ds

[: (B, di) = (E,ds)
r—x

Si I est bicontinue, les distances dy et dy sont équivalentes; (F,dy) et (E,dy)
ont les mémes ouverts en d’autres termes ils définissent la méme topologie.

Toute suite ((x,,) de E qui converge au sens de dy converge au sens de ds et
tmversement.

Si dy est une distance sur E

B d1<13>y)
dy(z,y) = m

dy et dy sont équivalentes.
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1.9.2 Limite d’une application en un point

Définition 1.9.10 Soient (FE,O;) et (F,Os) deux espaces topologiques, A
une partie de E et f une application de A dans F/ Soient a € A etl € F.
On dit que f a pour limite | lorsque x tend vers a au point a, si pour tout
voisinage V' de | il existe un voisinage U de a dans E tel que f(ANU) C V.
Lorsque la limite existe et est unique, on note lim,_,, f(z) = [.

Soit (E,d), (F,d') un espace métrique A C E, A # (). Soit f: A — F
une application et soit a € A.

Définition 1.9.11 f admet une limite | quand x — a, v € A sssi
Ve >0, Ja >0, Vz € A; d(x,a) < a,= d'(f(x),]) <e.

Définition 1.9.12 U’ voisinage ouvert de | dans E', U voisinage ouvert
de a dans E tel que tel que f(UNA) C U'.

Exemple 1.9.5 E =R, ;A =N, f(n) suite, lim,_, o f(n)

1.10 Exercices
Espaces topologiques
Si A est un sous-ensemble de E, on notera A° = E' — A son complémentaire.

Exercice 1.10.1 1)
Enumérer les topologies de l’ensemble E = {a, b}. Lesquelles sont séparées ¢

Exercice 1.10.2 Soit I'ensemble E = {a,b,c} muni d’une topologie. Mon-
trer que si les singletons {a}, {b}, et {c} sont ouverts dans E, alors E est
discret (c’est a dire que la topologie sur E est la topologie discréte).

Exercice 1.10.3 Topologie sur R?. 1. (topologie usuelle). On appelle ouvert
(usuel) de R?, une réunion de produits d’intervalles ouverts (c’est d dire de
la forme ]a, b[x]c, d[). Montrer que ces ouverts forment une topologie sur R?.
Eziste-t-il une partie de R? qui ne soit ni ouverte, ni fermée ?

2. Est-ce que la famille des B(0,r) = {(zy) € R* : 22 +y? < r} (pour
r € [0; +00|) forme une topologie sur R* ? Si oui, est-elle séparée ?
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3. Est-ce que les topologies définies en 1. et 2. sont les mémes ? Y ’en-a-t-il
une plus fine que l’autre ?

4. Y-a-t-il un ouvert usuel de R? qui ne soit pas de la forme U x V ot U et
V sont des ouverts de R (c’est aa dire une réunion d’intervalles ouverts) ¢

Exercice 1.10.4 Soient X, Y deux ensembles et f : X — Y une applica-
tion. Soient (U;)ier une famille de parties de X.

1. Montrer que f(UicrU;) = User f(Us).

2. Montrer que f(NierU;) C Nierf(U;). et que Uinclusion peut étre stricte.
A quelle condition sur f a-t-on égalité ¢ 3. Soit A un sous-ensemble de Y.
Montrer que f~1(Y — A) = X — f~1(A).

Soit £ un espace topologique et A une partie de E. Rappelons que
I’adhérence de A, notée A est le plus petit fermé de E contenant A. L’intérieur
de A, noté A° est le plus grand ouvert de E contenu dans A.

Exercice 1.10.5 On considére R muni de sa topologie usuelle. Déterminer
Uintérieur et l'adhérence de Q et R — Q.

Exercice 1.10.6 On considére R? muni de sa topologie usuelle. Déeterminer
Iintérieur et 'adhérence des sous-ensembles suivants :

A={(z,y) eR/2z>y+1} B={(z,y) eR*0<z<2et0<y<l1}
C={(z,y) eR?/0< 2>+ <1} D= {(z,y) € R*/2* + 9> >4} NQ*~

Exercice 1.10.7 (une autre définition de l'intérieur et de l’'adhérence). Soit
A une partie d'un espace topologique E. On dit qu’un point x € A est
intérieur a A si il existe un ouvert U, contenant x et inclus dans A. on
dit qu’un point x € E est adhérent a A si tout ouvert U contenant x ren-
contre A (c’est a dire U N A # pour tout ouvert U contenant x).

1. Montrer que A = {x € A : x est intérieur a A}.

2. Montrer que A C B implique A C B°.

3. Montrer que A° = (A)° et que A° = (A)°

4. En déduire que A = {x € E: x adhérent a A}.

Exercice 1.10.8 Soit X un espace topologique, A, B des sous-ensembles de
X.

1. Montrer que

ANBCANB, AUB=AUB, int(ANB)=1intANintB
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et montrer que la premiere inclusion peut étre stricte.

2. Que peut on dire de AU B ?

3. On note u(A) = (A)° et v(A) = A

a) Calculer u(A) et v(A) pour E =R (avec la topologie usuelle) et A =]0;2]
et A=Q.

b) Comparer A, A, u(A) et v(A).

c¢) Montrer que u* = u et v* = v.

4. Soit'Y un espace topologique et C' C Y. On munit X XY de la topologie
produit.

Montrer que Ax C = Ax C et (Ax°C) = A" x B°.

Exercice 1.10.9 1) Soit x4 : E — {0,1} la fonction caractéristique de
ACE, xalx)=1size A, xalz) =0 sinon.

a) On munit {0,1} de la topologie discréte. Montrer que x4 est continue en
x si et seulement si x n’appartient pas a la frontiere de A ;

b) Donner une condition pour que x4 soit continue sur E et un exemple ou
x4 nest continue en aucun point de F.

2)Soient X et'Y des espaces topologiques et une application f : X — Y.
Montrer que f est continue si et seulement si pour toute partie A de X, on a
f(A) = f(A).

3)Soient [ et g deuz fonctions continues sur un espace topologique X et a
valeurs dans un espace topologique séparé Y. Vérifier que l’ensemble

A={zeX: f(z)=g(x)}

est un fermé de X. 4) Soient f et g deux fonctions continues sur un espace
topologique X et a valeurs dans R.

a) Montrer que l'ensemble A= {x € X : 1< f(x) <2} est ouvert.

b) Montrer que l’ensemble B = {x € X : f(x) < g(x)} est fermé.

Espaces métriques

Exercice 1.10.10 On munit le sous ensemble X = [0,1] U [2;4] de R de la
distance usuelle d(x,y) = |z — y|

a) A = [2,4] est-il ouvert dans l’espace topologique X? Est-il fermé ?

b) Montrer que B = [0,1] est ouvert et fermé dans X.

¢) La suite u,, =4 — 37" est -elle convergente dans X7
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Exercice 1.10.11 Soit (E;,d;)1<i<n une famille d’espaces métriques. Mon-
trer que

1<i<n

Dy = sup {di(ﬂci,yi)}, Dy = Zdi(%‘,yi)a D; = (de(%v%)ym
=1 i=1

sont des distances sur E = 117", F;.

Exercice 1.10.12 Soit E [’ ensemble des suites x = (T,)n>1 de nombres
complezes tels que la suite (|x,,
ynﬁ) pour (xz,y) € E x E.

1) Montrer que d est une distance sur E.

2) Soit A la partie de E formée par les suites © = (z,,)n>1 pour lesquelles le
nombre de termes non nuls est fini. Montrer que A est la partie de E formée
par les suites © = (x,)n>1 telles que limy, 4o |xn|% =0.

3) Soit a = (an)n>1 € E. Pourt € R, on pose ta = (tay,)n>1. Montrer que
ta € E et que I application t — ta est continue sur R si et seulement si
a € A.

%)721 soit magjorée. On pose d(x,y) = sup,,(|z,—

Exercice 1.10.13 A) Soit (E,d) un espace métrique.

a) Montrer que pour deux points distincts x,y € E, il existe deux ouverts dis-
goints U et 'V tels que x € U et y € V. En déduire que les parties singletons
de E sont des fermées.

b) Montrer que pour tout ouvert U, et pour tout point x € U, il existe un
ouvert V telque x € V €V C U.

c) Montrer la propriété précédente est équivalente a la suivante : pour tout
point x € E et toute partie fermée F de E ne contenant pas x, il existe des
ouverts disjoints, V et V' de E tels que x € V et F C V.

B) Soit A une partie fermée d’un espace métrique (E,d) et soit (z,)n>1 une
suite d’éléments de A.

a) Rappeler la définition d’un point limite x de la suite (x,).

Montrer que x est point limite si et seulement si toute e-boule ouverte B(x,¢)
contient presque tous les points de la suite (x,,).

b) En déduire que si x est point limite de (x,,) alors tout voisinage de x ren-
contre A(ie © appartient a l’adhérence de A).

¢) Montrer inversement que siy € A alors il existe une suite (Y, )n>o d’éléments
de A qui converge vers y.

d) Déduire de ce qui précéde que A est fermée si et seulement si toute conver-
gente formée d’éléments de A converge verge vers un élément de A.
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Exercice 1.10.14 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie (non vide
) de E. Etant donné x € E, on définit "la distance de x a A” par la formule

d(z, A) = infyeald(z,y))

a) Montrer que d(z,A) = 0 si et seulement si x € A. Montrer que d(z, A) =
d(x, A)

b) Montrer que l'application x — d(x, A) de E dans R est uniformément
continue( on pourra montrer qu’elle est lipschitzienne)
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