Chapitre 2

Propagation et propriétés des
Faisceaux gaussiens

2.1 Introduction

Les ondes planes décrivent de maniere simplifiée la propagation libre des ondes élec-
tromagnétiques. Ces ondes constituent les solutions les plus simples des équations de
Maxwell car caractérisées par leur tranversalité, par leur amplitude constante. Cepen-
dant pour décrire la propagation d’un faisceau laser, 'approche par une onde plane
est mal adaptée car le profil de 'intensité d’un faisceau laser est un profil gaussien.
La description des faisceaux lasers peut donc se faire en utilisant les faisceaux gaus-
siens. Ces faisceaux gaussiens sont aussi des solutions des équations de Maxwell. Dans
la suite de ce chapitre, nous décrirons dans un premier temps la solution de I’équa-
tion de propagation d’un faisceau laser dans le cadre de I'approximation paraxiale.
Le mode fondamentale d'un faisceau gaussien qui est solution de I’équation parabo-
lique paraxiale est décrit. Les parametres caractéristiques d’'un mode fondamental d’un
faisceau gaussien, le profil gaussien de l'intensité d'un faisceau sont également décrits.
Dans un second temps, la propagation d’'un faisceau gaussien est décrite. Les notions
de matrice de transfert, de loi ABCD et son application sur un faisceau gaussien seront
aussi exposées dans ce chapitre.

2.2 Equation d’onde paraxiale et onde sphérique

L’équation de propagation déduite des équations de Maxwell d'un onde se propa-
geant dans un milieu isotrope s’écrit :
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Si 'on considere la propagation d’une onde électromagnétique monochromatique de
fréquence v = =, I'équation 1.1 admet comme solution I'onde sphérique :

- 1 E,

E(rt)= 5—0 exp [j(wt - kr)]n (2.2)
r
On peut réécrire I’équation 2.1 sous la forme suivante :

(A+k*)E(x,y,2) =0 (2.3)

olt k= w/c est le vecteur d’'onde et E(x,y,2) = £ exp(—jkr) P'onde sphérique diver-

gente. r est la distance entre la source placée a 'origine du repére (x,y,z) de 'onde
et le point d’observation. Dans le cadre de 'approximation paraxiale on consideére que
le champ se propage selon un axe privilégiée. Si nous désignons par z cet axe, alors
I’observation s’effectue sur un point peu éloigné de cet axe. Nous pouvons dans ce cas,
faire un développement limité sur r :

2+ 2
R e SN i (2.4)
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Le champ électrique au point considéré s’écrit alors :

E . e
Eparaa:ial(xu Y, Z) = _Oe(_]kz)e( T ) (25)
z
L’onde sphérique paraxiale n’est une solution approchée de I’'équation de propagation
. —jk T
ol le terme en e~7%% est le facteur de propagation et le terme %e( 7

est le facteur
de variation transverse de 'amplitude. Du point de vue physique, 'onde sphérique
paraxiale n’est qu'une solution approchée convenable pour décrire la propagation des
ondes électromagnétiques dans un espace libre. Dans le cas des lasers qui nous inté-
resse ici, cette onde est peu avantageuse pour décrire le faisceau laser car 1’énergie
se répandant dans tout I'espace. Ce qui entraine des pertes importantes qui sont pas
compatibles avec I’émission laser. Pour décrire cette onde de maniere plus adaptée a la
structure d’un champ électromagnétique dans une cavité laser considérons les solutions
de I’équation de propagation comme des faisceaux se propageant globalement selon Oz,
avec des rayons paraxiaux. Nous pouvons réécrire I’équation 2.5 de la forme suivante :

E(z,y,2) =¥(x,y,z)e’** (2.6)

Faisons I’hypothese que I'approximation paraxiale suppose que ¥(x,y, z) varie beau-
coup plus faiblement en fonction z sur une distance de 'ordre de la longueur d’onde

()\|%—f| <Y, A %7

tions, en injectant le champ paraxial dans I’équation de propagation, I’équation d’onde
paraxiale peut étre réécrite de la fagon suivante :

%+§2—j—2jk2—fzo (2.7)
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L’équation 2.8 est a la base de la théorie des faisceaux gaussiens. Elle est appelée équa-
tion parabolique paraxiale. C’est une équation aux dérivées partielles linéaire linéaire
du premier ordre en z. On peut écrire simplement cette équation de la forme :

2k 82 (2.8)

_Jdv_ Jw

ou A, = 82;;: Ty , est le Laplacien transverse.

2.2.1 Mode fondamental d’un faisceau gaussien

L’équation d’onde 2.8 admet comme solution des ondes dont le profil d’intensité est
de forme gaussienne ou encore modes gaussiens. La solution la plus simple est celle qui
présente une symétrie cylindrique. Ce type de solution est connue sous le nom de mode
fondamental. Cette fonction vérifie I’équation d’onde paraxiale et s’écrit de la forme
suivante :

-i[AB(2)+ g (@2 +y?) ]

U(x,y,z)=e (2.9)

ou AO(z) est un déphasage qui varie en fonction de z et Q(z) représente un rayon
de courbure complexe. En pratique dans les résonnateurs lasers cette solution, appelée
mode fondamental gaussien est la plus importante.

Injectons cette solution particulere dans I’équation d’onde paraxiale, on obtient :

en ()= H0 e

D’apres I'équation 2.10, AG(z) et q(z) vérifient :

dq
i 2.11
- (2.11)
doe -
—_— = —= 2.12
7 . (2.12)
On en déduit par intégration que :
q(z) = q+=z (2.13)
o(z) = —jl (q‘)”) (2.14)
do
Si 'on pose que :
1 1 A
= (2.15)




Le terme e‘JA@ s’écrit alors :

: 1 1
eiA0 — - : (2.16)
142 2 _j2z
q0 Ro ﬂw(Q)
2
En choisissant a 'origine un rayon de coubure a l'infini on a ¢y = j W—TO On montre

facilement que :

2
1 1 1 1 1 Az A
= - e _ o5 ) - (2.17)
q(z) q+z 1+z/q 1+ ( )\22) z \ mwy Tw;

’7TUJO

En comparant les équations 2.15 et 2.17 et par identification on a :

R(z) = Z+Z712“2 (2.18)
w(z) = w 1+(ZiR) (2.19)

Ol Zp = ™.

e Le parametre wy (z=0) est appelé waist du faisceau. On l'appelle également dans
la littérature rayon de ceinture du faisceau ou rayon de pincement. C’est la valeur
minimale du rayon w(z) ou le rayon de courbure R est infini.

e La parametre Zg, lui est appelé la longueur de Rayleigh. Elle mesure la divergence
du faisceau : plus il est petit plus le faisceau du laser est divergent.

Exercice d’application : Connaissant R et w montrer qu'on peut déterminer le waist

wy et la position z du faisceau gaussien par les relations suivantes :

2

w o= — 2.20

N o
R

- - 221

Ty 220

La divergence du faisceau laser est mesurée par la limite pour 2z tendant vers 'infini de
w/z. Ainsi on a :

A
U0 2 _tand (2.22)
zoto0 z [ p TWy
Pour une faible divergence on tanf ~ 0 = %wo La figure 2.1, montre ’évolution de la
longueur de Rayleigh et de la divergence en fonction du waist pour une longueur d’onde
A =1 um.
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FIGURE 2.1 — Evolution de la longueur de Rayleigh et de la divergence en fonction du
waist pour une longueur d’onde A =1 pum.

2.2.2 Phase de Gouy

Ecrivons le terme ¢4 en fonction de Z R:

. 1 .
e—JA@ - 1. - e I#(2) (2.23)

La phase ¢ représente la phase de Gouy qui est caractéristique de I'onde gaussienne.
Elle est donnée par :

tanp(z) = Zn (2.24)
Soit :
©(z) = —arctan (i) (2.25)
Zp
2.2.3 Intensité du faisceau
Par définition, 'intensité du faisceau est par :
I=|E) (2.26)

D’apres les équations 2.6, 2.9, 2.15, 'expression du champ du E peut s’écrire par :

E — e_jAee_j( 2qlzz) (x2+y2)+kz) (227)
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En remplagant dans 2.27, les expressions de 140 ot 1 /q(z) établies précédemment
et en posant 2 =22 +y? on a :

1+(ZLR)2
1+ ()

Si 'on pose ¢(z) = p(z) + 2’;%7"(2) + kz, la phase totale, I’expression du champ électrique

est :

1 2
E=—r—— (%) (2.30)

2
1+ (ZLR)
L’expression de l'intensité qu’on cherche s’écrit donc simplement par :

2r2

I(r,z) = Ih(z)e »*= (2.31)

avec Ip(z) = ——

1+ i
Le profil en in’gens)ité du laser est donc un profil gaussien (voir figure 2.2). w(z) est
la tache laser dans un plan perpendiculaire a la direction de propagation du laser z.
C’est le rayon a 1/e? (I = Iy/e?, pour r = w) du profil gaussien de l'intensité du
laser d’amplitude transverse dans le plan d’abscisse z (1/e si on considére le champ
électrique).

Intensité

FIGURE 2.2 — Profil gaussien de l'intensité d'un laser.
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2.3 Propagation d’un faisceau gaussien

2.3.1 Matrices de transfert ou matrice ABCD

Les matrices de transfert appelées aussi matrices ABCD constituent une méthode
tres pratique pour décrire la propagation d'un rayon lumineux dans un milieu formé par
des éléments optiques (lentille, miroir, dioptres...). Cette méthode consiste a associer
chaque élément optique une matrice 2x2 spécifique.

Considérons un rayon lumineux se propageant dans un systeme optique d’axe z. Le
rayon lumineux est caractérisé par son ordonnée r (sa position) et par la pente de la
droite 6 (voir figure 2.3).

=~

Systéeme

Optique

FIGURE 2.3 — Propagation d’un rayon lumineux dans un systéme optique.

Examinons le cas ou le rayon se propage dans un espace libre de distance d (voir
figure 2.4) dans un premier temps et dans un second temps, le cas ou le systeme se
propage a travers une lentille mince de distance focale f (voir figure laser 2.5).
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FIGURE 2.4 — Propagation dans un espace libre. FIGURE 2.5 — Propagation & travers une

lentille mince.

D’apres la figure 2.4, on a :

ry = ri+dtanf, ~rl+06; (2.32)
0y = 0, (2.33)

Dans les conditions de Gauss, les relations entre (79, 05) a la sortie du systéme optique
et (1, 01) a lentrée du systeme optique sont linéaires et peuvent étre écrites sous forme

matricielle :
T2y 1 d (A1
()= 5) () 230

Essayons de faire la méme chose pour la figure 2.5. On a les relations suivantes :

ro = T (2.35)
d = fb (2.36)
0 = —(n-d)/f (2.37)

Comme on I’a fait pour la propagation dans un espace libre, écrivons sous forme ma-
tricielle les relations entre ( rq, 62) et (11, 0;).

()= (4 )6 o

On remarque que, aussi bien pour la propagation dans un espace libre et a travers une
lentille mince, les relations matricielles s’évrivent :

(gz) =M (gi) (2.39)
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ou M = é g), est la matrice de transfert ou matrice A, B,C, D qui caractérise
compéltement la traversée du syteme optique. Les lettres A, B,C, D représentent les
éléments de la matrice. Pour la propagation dans I'espace libre A=1, B=d, C =0,
D =1 et pour la lentille mince A=1, B=0,C=-1/f, D=1.

D’une maniere générale, la matrice d’'un systéme optique composé de N(i =1,2,...N)
sous-systemes optiques élémentaires ayant chacun une matrice M; est par My seme =
Mpy...M;....M3MyM,. Par exemple un rayon lumineux qui traverse un espace libre de

distance puis une lentille mince, sa matrice de transfert s’ecrit :

oy 1 0 1 d A
()= 6 6 =
Exercice d’application

Déterminer les matrices A, B, C, D lorsqu’un rayon lumineux traverse les systémes op-
tiques suivants :

1. Propagation sur une distance d dans un milieu d’indice n.
2. Propagation sur dioptre plan entre deux milieux d’indices n; et ns.

3. Miroir sphérique de rayon de courbure R.

2.3.2 Loi ABCD

La loi ABCD permet de décrire la propagation d’une onde sphérique dans un systeme
optique. Soit une onde sphérique se propageant a travers d’un systéme optique comme
le montre la figure 2.6. Le rayon de courbure a ’entrée d’un systéme optique est R; et
Ry a la sortie.

Systéme
Optique

FIGURE 2.6 — Propagation d'un rayon lumineux dans un systeme optique.

On a les relations suivantes :

R o~ L (2.41)
0

Ry » 2 (2.42)
02
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Par ailleurs, la matrice ABCD de ce systéeme optique s’écrit d’apres ce qu’on a vu plus

haut par :
()= 2) () 249

Ainsi les équations 2.41, 2.42 et 2.42 permettent d’écrire la relation suivante :

B AR1+B

R, — 2172
2 CR1+D

(2.44)
La relation établie en 2.44, est appelée loi ABCD. C’est une loi trés importante notam-
ment pour déterminer les rayons de courbure complexes dans le cadre des faisceaux
gaussiens.

2.3.3 Application de la loi ABCD aux faisceaux gaussiens

Le faisceau d'une cavité laser stable garde le méme aspect transverse et la méme
phase apres un aller-retour dans la cavité. En d’autres termes, le rayon de courbure
complexe doit étre conservé quelque soit le point M considéré. La loi ABCD définit
plus haut s’applique aux faisceaux gaussiens et le rayon complexe s’écrit par :

Aq(M)+ B

N TATIES

(2.45)

Cette loi est générale et s’applique a toute cavité résonnante. On peut déterminer la
position notamment des waists en utilisant 1’équation 2.45. Développons cette équation
et identifions les parties réelles et imaginaires. On a :

Cq*-(A-D)g-B=0 (2.46)

On peut réécrire I'équation 2.46 de la forme suivante :
1\? 1
Bl-] +(A-D)--C=0 (2.47)
q q
L’équation ci-dessus est une équation du second dégré du coup on a :

é: %(D—Ai\/(A—DVHLBC) (2:48)

Par ailleurs, en comparant les équations 2.48 et 2.15, on peut poser :

1 1 A
— |\ D-A=+ A-D)2+4B - — 5 4
2B( \/( ) C) R 7 mw? (249)

Ici le faisceau existe si et seulement w fini. Du coup, il faut que (A - D)? + 4BC soit
strictement négatif pour que la solution de I’équation soit complexe. Sachant que la
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matrice de transfert M est une matrice unitaire AD — AB = 1, on a la condition

suivante : (4 + D)? <4 ce qui revient & écrire =1 < 422 < 1. Soit :

A+D+2
<T<1

L’équation 2.50 est la condition de stabilité d'une cavité laser. L’inégalité étant stricte
on exclue |A + D| = 2 qui constituent les cas limites ou les cavités sont instables pour
les faisceaux gaussiens. Nous pouvons donc déterminer les caractéristiques du faisceau
gaussien au M, données par :

0 (2.50)

28

R = — 2.51
DA (2.51)
A

W 7T|B|l1—(A+D)2l_é (2.52)

2

On constate que si le rayon de courbure est infini alors le point M est a un waist du
faisceau c’est a dire A = D.
2.3.4 Focalisation d’un faisceau par une lentille

Considérons la propagation d’'un faisceau gaussien a travers une lentille mince puis
sur un espace libre de distance d comme illustrée par la figure 2.7.

FIGURE 2.7 — Focalisation d’un faisceau gaussien par une lentille.

Les caractériques du faisceau gaussien avant passage a travers la lentille sont wq et
Zgr qui sont respectivement son waist et sa longueur de Rayleigh. On peut déterminer
les caractérisques (wy, 25) du faisceau émergent apres passage dans la lentille et sa
distance d par rapport a la lentille.

Ici le rayon de courbure complexe du faisceau incident est donné par :

w2

a(=1) = j = = jzr (2.53)
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Le rayon de courbure du faisceau émergent lui est donné par :

T(wy)? L,
oz =7 o (2.51)
Par ailleurs, loi ABCD nous permet d’écrire :
Aq(z) + B
— 2l 2.55
(=) Cq(z1) + D (259)

La matrice de transfert de la propagation du faisceau a travers la lentille puis sur une

distance d s’écrit : ;
1 d 1 0 1-¢ d
_ _ f
M= (0 1) (—% 1) N ( -7 1) (2.56)

d’ou :
1-< d
q(z2) = ( _;; )(jl()z f: (2.57)
Si 'on développe 1’équation 2.57 on a :
N S L)) YU 2

2
1+ (TR)
En comparant les équations 2.54 et 2.58, la partie réelle de g(z2) est nulle et sa partie

imaginaire est égale a z},. Ainsi on trouve les caractéristiques (wy, z}) du faisceau
émergent et la distance d. Leurs expressions sont données par :

f
d = ——— 2.59
1+(L) (2:59)
<R
v = —— (2.60)
1+ ()
wh = LQ (2.61)
(%)

Les résultats obtenus montrent que le faisceau gaussien est focalisé a une distance d < f
de la lentille ou le waist correspond a wy. Donc le faisceau est toujours focalisé en avant
du plan focal image de la longueur. De méme la taille du faisceau image wy est plus
petit wy du faisceau incident.

Cette situation (focalisation en avant du plan focal) ne correspond pas aux propriétés
de propagation des faisceaux lumineux en optique géométrique. Cependant pour un
faisceau gaussien tres peu divergent c’est a dire dans la limite zg — oo, le faisceau
incident est focalisé dans le plan focal de la lentille. Dans ce cas on a :

d ~ f (2.62)
A
w w WL A (2.63)
ZR TTWo
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre le mode fondamental d’un faisceau gaussien qui est solution de
I'équation paraxiale, a été décrit. Les caractéristiques du faisceau gaussien (waist, lon-
gueur de Rayleigh, rayon de courbure complexe...) ainsi que le profil gaussien de son
intensité ont été établis. La matrice ABCD d’un faisceau se propageant a travers un
systéme optique (espace libre, lentille, miroir sphérique...) a été aussi établie. Enfin,
I’application de la loi ABCD sur un faisceau gaussien ainsi sa focalisation sur une
lentille ont été exposées dans ce chapitre.
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Annexe A

Démonstration des quelques
équations

A.1 Equation parabolique paraxiale
Le champ électrique s’écrit :
E(z,y,2) =¥(x,y, z)e ik

Déterminons 1’équation de propagation du champ électrique donnée par :

(A+k*)E(2,y,2) =0
Injectons I'équation A.1 et A.2 :

Ve —jkz 7 —jkz + — (@ —jkz + ]{,‘2@ —jkz
Po ( )+ Py (wet2) P (we*) €
4 4 o (OV
—jkz —]k;z —jkz _ W jkz) ]CQW —jkz
8233- 6’2y + — az (aze ] (& + (&
Fw Fw 4 o o : :
—]kz —]k:z —jkz — k= —]kz k( —jkz — kW —jkz) k2![/ —jkz
P 82y 822 102 ¢ 1"\ 02 I TR
@e_jkz + aZ_WQ_ij + 82_W —-jkz _ 2jk,8_we—]kz
P Py 827: 0z
a%p+ a%p+ Fw 2jkau7 e
FPr Py Pz 0z

L’hypothese que I'approximation paraxiale suppose que ¥(z,y, z) varie beaucoup plus

faiblement en fonction z sur une distance de 'ordre de la longueur d’onde
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()\|%—f| << |W|,)\|aa22—f

pliquant cette hypothese, on trouve I’équation parabolique paraxiale, soit :

<< |%—W |), que celles des oscillations du type e™7%%. Ainsi en ap-

%+§—j—2jk2—f:0 (A.3)

A.2 Démontration de la solution particuliére de I’onde
paraxiale ou mode fondamental

L’équation d’onde A.3 admet comme solution des ondes dont le profil d’intensité est
de forme gaussienne ou encore modes gaussiens. La solution la plus simple est celle qui
présente une symétrie cylindrique. Ce type de solution est connue sous le nom de mode
fondamental. Cette fonction vérifie I’équation donde paraxiale et s’écrit de la forme
suivante :

U(x,y,2) = e‘j[AQ(Z)Jr%(Z)(x%gﬂ)] (Ad)
Injectons I'équation A.4 dans A.3. Calculons d’abord respectivement ik y'/’ ton'4 et
8@ 823U a2y
_ijﬁ'
?} — g (e_j[A@(Z)er;?z) (a:2+y2)])
€ T
— 2 [e—jA@(z) (_] 2k xe—qu]fz)(x%y%)l
= _j%e_jAe(z) le_jJ@(x%yZ) —j%xze_jzf(.z)(xQerz)l
qg\z q(z
Ainsi : 7 2
4 [ AO () k(22442 K k
Fr C 1800t (‘J@ ) qz(z>w2) (A.5)
De la méme maniére :
v J[AB )+ 52 (22492 k k2
T T 2)t s (@ y)] o 9 A6
Py ) q2(z)y) (A.6)
_ijg—w = _ij(‘)ﬁ (e—j[A@(z)+2qlzz)(x2+y2)])
z Iz

— 9k _jaA@(Z)e—jA@(z)e—jﬁz)(:vaQ) 4+ 0-1A60) j k (2 +y2)@e—jﬁm(x2+y2)
0z ?(z) 0z
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Ainsi :

o a_w_ —j[A@(Z)+2kz (z2+y2)] B aA@(Z) k2 2 2 @
zjk&z =e 8] 2k 5 20 (" +y )82 (A.7)

En faisant la somme des équations A.5, A.6, A.7 et en I'égalisant a 0, on trouve la
relation cherchée :

L )
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